﻿O Ya Viro N Yu Netsvetaev O A Ivanov V M Kharlamov O Ya Viro, O A Ivanov N Yu Netsvetaev, V M Kharlamov LEMENTARNA TOPOLOGIE Ediția a doua, revizuită Moscova Editura MTSNMO, UDC BBK , B Viro O Ya , Ivanov O A , Netsvetaev N Yu , Kharlamov V M B Topologie elementară - Ed a II-a, corectată - M : MTsNMO, - +x p ISBN - - - - Cartea vorbește despre conceptele de bază ale topologiei Include material fundamental despre topologia generală și o introducere în topologia algebrică, care este construită în jurul conceptelor de grup fundamental și spațiu de acoperire Materialul principal al cărții conține un număr mare de exemple non-triviale și probleme de diferite grade de dificultate Cartea este destinată studenților de licență Prima ediție a cărții a fost publicată în BBK , Oleg Ianovici Viro, Oleg Alexandrovici Ivanov, Nikita Iurievici Netsvetaev, Vyacheslav Mihailovici Kharlamov TOPOLOGIE ELEMENTARĂ Semnat pentru publicare la octombrie Format X Wib - Hartie offset Nr Imprimare offset Pech l Tiraj exemplare Ordinul nr Editura Centrului de Educație Matematică Continuă din Moscova , Moscova, Bolshoy Vlasevsky per , Tel ( ) - - Tipărită la OJSC "Prima Tipografie Exemplar", filiala "Casa Tipografiei - VYATKA" în deplină conformitate cu calitatea materialelor furnizate , Kirov, st Moskovskaya, Fax: ( ) - - , - - http://www gipp kirov ru c-mail: order@gipp kirov ru Cărțile editurii MCNMO pot fi achiziționate de la Librăria Matematică, per Bolshoi Vlasevsky, Tel ( ) - - E-mail: biblio@mccme ru ISBN - - - - (c) Echipa autorilor, (c) MCNMO, Cuprins Cuvânt înainte Partea I Topologie generală Capitolul Structuri și spații § Digresiune teoretică multimi: mulţimi Seturi și elemente ( ) Egalitatea mulțimilor ( ) Pu- set în picioare ( ) Seturi numerice de bază ( ) Specificarea unui set printr-o listă explicită a elementelor sale ( ) Subseturile ( ) Proprietăți de includere ( ) Demonstrând egalitatea mulțimilor, demonstrăm două incluziuni ( ) Porniți și calitatea de membru ( ) Specificarea unui subset printr-o condiție a acestuia elemente ( ) Intersecție și unire ( ) Diferențe diferite ( ) § Topologia in multime Definirea unui spațiu topologic ( ) Cele mai simple exemple ( ) Cel mai important exemplu: linia reală mai ( ) Exemple suplimentare ( ) Utilizarea termenilor noi: puncte, seturi deschise, seturi închise ( ) Digresiune teoretică a multimilor: formulele lui de Morgan ( ) Deschidere și izolare ( ) Definirea topologiei printr-o mulțime de mulțimi închise ( ) Cartier ( ) , x Seturi deschise pe linie ( ) Ei Set Cantor ( ) , x Topologie și progresii aritmetice ( ) § Bazele Definiție de bază ( ) Care seturi de seturi sunt baze ( ) Baze pe plan ( ) Prebaze ( ) Infinitul mulțimii numerelor prime ( ) Ierarhia topologiilor ( ) § Spații metrice Definiție și primele exemple ( ) Aplicații suplimentare ry ( ) Mingi și sfere ( ) Subspații ale unui spațiu metric ( ) Mingi uimitoare ( ) Segmentul este ceea ce se află între ( ) Seturi și mingi delimitate ( ) iv Cuprins Norme și spații normate ( ) Metric topologie ( ) Deschiderea și închiderea bilelor și sferelor ( ) Spații metrizabile ( ) Valoare echivalentă ki ( ) Acțiuni cu metrici ( ) Distanța de la un punct la o mulțime ( ) , x Distanțele dintre seturi ( ) , x Ultrametrice și numere p-adice ( ) , x Asimetric ki ( ) § Subspații Definiție și cele mai simple exemple ( ) Relativitatea deschiderii ( ) Tranzitivitatea topologiei relative ( ) Incompletitudinea tradițională a notației ( ) § Aranjarea punctelor în raport cu o mulţime Puncte interne, externe și de limită ( ) În interior și în exterior ( ) Închidere ( ) Închidere în spațiu metric ( ) Graniță ( ) Interior și închidere sub topologie de subțiere ( ) Interior si inchidere ca operatiuni pe platouri ( ) Utilizarea alternativă a C și Int ( ) Seturi cu graniță comună ( ) Convexitatea și operațiile Int, С și Fr ( ) Definirea topologiei prin operațiuni de închidere și interioare ( ) seturi dense ( ) Nicăieri seturi dense ( ) Puncte limită și izolate ( ) Seturi închise local ( ) § Seturi comandate Ordine stricte ( ) Comenzi nestricte ( ) Relația dintre ordinele stricte și cele non-stricte ( ) Konu- sy ( ) Locația elementului în raport cu mulțimea ( ) Ordine liniare ( ) Topologii de ordine liniară ( ) Topologie de ordin parțial ( ) Cum să desenezi un prieten ( ) § Ordine ciclice Ordine ciclice într-o mulțime finită ( ) , x Ciclu- ordinele sian în seturi infinite ( ) , x Topologia ciclului comanda ( ) Dovezi și comentarii Capitolul Continuitatea § Digresiune teoretică multimi: mapări Mapările și tipurile lor principale ( ) Imagini și prototipuri ( ) Mapări și incluziuni de identitate ( ) Compoziții ( ) Mapări inverse și inversabile ( ) Restricții și subhărți ( ) § Mapări continue Definirea și proprietățile de bază ale mapărilor continue ( ) Reformulări ale definiției principale ( ) Alte exemple ( ) Comportamentul mulțimilor dense sub mapări continue ( ) Continuitate locală ( ) Cuprins v Proprietăți ale funcțiilor continue ( ) Continuitatea distanțelor ( ) Izometrice ( ) Mapări compresive ( ) Mulțimi date prin ecuații și inegalități ( ) Digresiune teoretică a seturilor: acoperită tiya ( ) Acoperiri fundamentale ( ) ІО ІЗх Mapări monotone ( ) , x Distanța Gromov-Hausdorff ( ) h Funcții pe setul Cantor și curbele Peano ( ) §unsprezece Homeomorfisme Definiția și proprietățile de bază ale homeomorfismelor ( ) Spații homeomorfe ( ) Rolul homeomorfismelor ( ) Alte exemple de homeomorfisme ( ) Exemple de spații homeomorfe ( ) Exemple de spații nehomeomorfe ( ) Problemă homeomorfism și proprietăți topologice ( ) Atasamente ( ) Echivalența înglobărilor ( ) Dovezi și comentarii Capitolul Proprietăţi topologice § Conectivitate Definiția conectivității și primele exemple ( ) mesageri seturi ( ) Proprietăți ale seturilor conectate ( ) Componente de conectivitate ( ) Spații complet deconectate ( ) Conectivitatea și limita unui set ( ) Conexiune și mapări continue ( ) Subseturi conectate ale liniei reale ( ) § Aplicații ale noțiunii de conectare Teorema valorii intermediare și generalizările acesteia ( ) Aplicație la problema homeomorfismului ( ) Zx Inductia conexiunii ( ) , x Tăierea clătitelor în părți egale ( ) § Conectivitate liniară Căi ( ) Căi spații conectate ( ) Li- seturi neconectate ( ) Proprietăți ale mulțimilor conectate pe cale ( ) Componentele unei conexiuni liniare ( ) Li- conexiune liniară și mapări continue ( ) Conectivitate și conectivitate liniară ( ) , x Conectare prin linii întrerupte ( ) , x Conectivitatea unor seturi de matrice ( ) § Axiome de separabilitate Axioma lui Hausdorff ( ) Limite în serie stey ( ) Setul de coincidențe și setul de puncte fixe ( ) Proprietăți ereditare ( ) Prima axiomă a separabilității ( ) axioma lui Kolmogorov ( ) A treia axiomă a separabilității ( ) A patra axiomă a separabilității ( ) , x Spațiul Nemitski ( ) , x lema lui Urysohn și teorema lui Tietze ( ) § Axiomele numărabilității vi Cuprins Digresiune teoretică a mulțimii: numărabilitatea ( ) A doua axiomă a numărabilității și separabilității ( ) Baze la punctul ( ) Prima axiomă a numărabilității ( ) Abordare secvenţială a topologiei ( ) Continuitate secvenţială ( ) , x Teoreme de încorporare și metrizabilitate ( ) § Compactitate Definiția compactității ( ) Observații terminologice ( ) Compactitatea în limbajul seturilor închise ( ) Seturi compacte ( ) Compactitate și închis prăjită ( ) Axiome de compactitate și separabilitate ( ) Compactitatea în spațiul euclidian ( ) Compact și mapări continue ( ) Mapări închise ( ) , x Norme în K" ( ) Ih Inducţia asupra compactităţii ( ) § Compactitatea secvenţială Compactitate și compactitate secvențială ( ) Compactitate secvenţială în spaţii metrice ( ) Compactitate și completitudine ( ) , x Necompacitatea bilelor cu dimensiuni infinite ( ) , x numere p-adice ( ) , x Spațiile figurilor convexe ( ) § x Compactitate locală și paracompacitate , x Compactitatea locală ( ) , x Compact cu un singur punct certificare ( ) Zx Mapări proprii ( ) , x Familii local finite ( ) , x Spații paracompacte ( ) , x Paracompactitate și axiome de separare ( ) , x Împărțirile unității ( ) , x Aplicație: alcătuirea cuiburilor din bucăți ( ) Dovezi și comentarii Capitolul Construcţii topologice § Înmulțirea Digresiune teoretică multimi: înmulțirea mulțimilor ( ) Grafice ( ) Înmulțirea topologiilor ( ) Proprietăți topologice ale proiecțiilor și straturilor ( ) Înmulțirea mapărilor ( ) Proprietăți ale diagonalei și altele grafice ( ) Proprietățile topologice ale produselor ( ) Reprezentarea spațiilor ca produse ( ) § Factorizarea Digresiune teoretică a mulțimilor: partiții și relativitate echivalență ( ) Topologie factorială ( ) Proprietățile topologice ale spațiilor de coeficient ( ) Teoretic digresiune multiplă: mapări factori ( ) Continuitatea mapărilor factorilor ( ) , x Pereții despărțitori închise niya ( ) , x Deschideți partiții ( ) § Menajeria spațiilor de coeficient Cuprins vii Instrument de recunoaștere a spațiului factorial ( ) Zhi- descrierea pereților despărțitori ( ) Bun venit la menajerie! ( ) Tranzitivitatea factorizării ( ) Fâșia Möbius ( ) Contracția subspațiilor ( ) Spații de configurații frumoase ( ) Sticla Klein ( ) Plan proiectiv ( ) Înțelegi ce faci? ( ) Suma multimilor ( ) Suma spațiilor ( ) Spații de legătură ( ) Suprafata de baza sti ( ) § Spații proiective Spații proiective reale ( ) , x Spații proiective complexe ( ) Zx Spații proiective cuaternioane ( ) § x Spații topologice finite , x Digresiune teoretică multimi: împărțirea unei relații tranzitive în echivalență și ordine ( ) , x Structura unui spațiu topologic finit ( ) Zx Scheme simple ( ) , x Subdiviziunea baricentrică a parțialului ci un set ordonat ( ) § x Spații de mapări continue , x Seturi de mapări continue ( ) , x Topologii în setul de mapări continue ( ) Zx topologic proprietățile spațiilor de mapări continue ( ) , x Carcasă metrizabilă ( ) , x Comunicarea cu alte construcții ( ) , x Mapări X x Y -" Z și X -" C(Y, Z) ( ) Dovezi și comentarii Capitolul x Elemente de algebră topologică § x Digresiune algebrică: grupuri și homomorfisme , x Conceptul de grup ( ) , x Notație aditivă și multiplicativă ( ) Zx Omomorfisme ( ) , x Subgrupuri ( ) § x Grupuri topologice , x Definiția unui grup topologic ( ) , x Exemple grupuri topologice ( ) , x Autohomeomorfisme care fac un grup topologic omogen ( ) , x Cartier ( ) , x Axiome de separabilitate ( ) , x Axiome de numărabilitate ( ) § x Structuri , x Subgrupuri ( ) , x Subgrupuri normale ( ) Zx Omomorfisme ( ) , x Izomorfisme locale ( ) , x Produse directe ( ) , x Grupuri de homeomorfisme mov ( ) § x Acțiuni ale grupurilor topologice viii Cuprins X Acțiunea unui grup pe un platou ( ) , x Acțiuni continue ( ) , x Spații de orbite ( ) , x Omogen spatii ( ) Dovezi și comentarii Partea a II-a Elemente de topologie algebrică Capitolul § Homotopie Deformari continue ale cartografiilor ( ) Homotopie ca o cartografiere şi ca o familie de cartografii ( ) Homotop- ness ca raport ( ) Homotopie rectilinie ( ) Mapări la seturi de stele ( ) Mapări din seturi de stele ( ) Homotopii simple ( ) Două proprietăți naturale ale homotopilor ( ) Legate de homotopie ( ) Homotopii și căi ( ) Homotopii de cale ( ) § Proprietățile de homotopie ale înmulțirii traseului Înmulțirea claselor de căi de homotopie ( ) Asociativitatea ( ) Unitatea ( ) Elemente inverse ( ) § Grupa fundamentală Definiția grupului fundamental ( ) De ce in- dex ? ( ) Bucle circulare ( ) Primele calcule ( ) Grupul fundamental al produsului ( ) Pur și simplu conectat ( ) , x Grupul fundamental al grupului topologic ( ) , x Grupuri de homotopie superioare ( ) § Rolul punctului marcat Descrierea preliminară a rolului punctului marcat ( ) Transfer de-a lungul potecii ( ) Proprietățile cartografierii Ts ( ) Rolul căii ( ) , x Transport de-a lungul unei căi într-un grup topologic ( ) , x În grupurile cu homotopie superioară ( ) Dovezi și comentarii Capitolul § Acoperiri Definiția unui înveliș ( ) : Exemple de acoperiri ( ) Homeomorfisme și învelișuri locale ( ) Număr de foi de acoperire ( ) Acoperiri universale ( ) § Teoreme privind parcurgerea traseelor Ridicarea cartografiilor ( ) Ridicarea potecii ( ) Ridicare homotopie ( ) § Calculul grupurilor fundamentale Cuprins ix Grupul fundamental al cercului ( ) Grupuri fundamentale de spații proiective ( ) Grup fundamental al unui buchet de cercuri ( ) Digresiune algebrică: Grupuri libere ( ) Acoperire universală a unui buchet din două cercuri ( ) , x Grupuri fundamentale ale unor co- spații finite ( ) Dovezi și comentarii Capitolul Grupul fundamental și mapările § Homomorfisme induse și aplicațiile lor Homomorfism indus ( ) Teorema fundamentală a algebrei superioare ( ) , x Generalizarea teoremei valorii intermediare ( ) , x Gradul unui punct în raport cu o buclă ( ) , x Teorema lui Borsuk-Ulam ( ) § Retractii si puncte fixe Retractări și retractări ( ) Grupul fundamental și retractările ( ) Puncte fixe ( ) § Echivalențe homotopice Echivalența homotopiei ca mapare ( ) Merge- echivalența motopică ca relație ( ) Retractii de deformare ( ) Exemple de echivalențe de homotopie ( ) , Retrageri de deformare și echivalențe de homotopie ( ) Spații contractabile ( ) , Grupa fundamentală și tipul de homotopie ( ) § Acoperiri şi grupa fundamentală Omomorfism indus prin proiecție ( ) Încă o dată despre numărul de foi de acoperire ( ) Ierarhia învelișurilor (în mod îngust sens) ( ) § x Clasificarea spatiilor de acoperire , x Existenţa subordonărilor ( ) , x Conectat microsimplu ( ) , x Existenta acoperirilor ( ) , x Acțiunea grupului fundamental în stratul ( ) , x Automorfisme acoperiri ( ) , x Acoperiri obișnuite ( ) , x Ridicarea și acoperirea unui afișaj ( ) , x Acoperiri induse tiya ( ) , x Grupuri de homotopie mai înalte de pro- rătăcirile ( ) Dovezi și comentarii CAPITOLUL Tehnologia celulară § Spații celulare Definiția spațiului celular ( ) Primele exemple ( ) Alte exemple în dimensiunea doi ( ) Înglobări în spații euclidiene ( ) , x Simplici- spații reale ( ) § x Proprietățile topologice ale spațiilor celulare X Cuprins § Construcţii de celule Caracteristica lui Euler ( ) Compresia combinatorie si generalizarea ei ( ) , x Echivalențe de homotopie spatii celulare ( ) § Spații celulare unidimensionale Clasificarea homotopiei ( ) Arborii Maximali ( ) Zx Ruperea celulelor ( ) , x Copaci și păduri ( ) , x Căi simple ( ) § Grupa fundamentală a spațiului celular Spații celulare unidimensionale ( ) Generatoare ( ) Relații ( ) Scrierea generatoarelor și relațiilor ( ) , Grupuri fundamentale de bază suprafeţe ( ) , x Teorema Seifert-van Campeia ( ) , x Digresiune teoretică de grup: produs liber cu subgrupul amalgamat ( ) , x Adăugarea la teorema lui Seifert- van Kampen ( ) Dovezi și comentarii Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri Literatură Index memorie Vladimir Abramovici Rokhlin ( - ), profesorul nostru cuvânt înainte Subiectul cărții este topologia elementară Sub elementar înțelege apropierea de elementele de bază, elemente Este imposibil să se determine exact o dată pentru totdeauna care topologie este elementară și care nu Partea elementară a subiectului este ceea ce expertul în materie începe să-l învețe pe începător Credem că studentul nostru este deja pregătit să studieze topologia și nu vom încerca să-i câștigăm atenția și favoarea cu povești pripite și de neînțeles despre lucruri atât de misterioase și atractive precum sticla Klein Există un timp pentru orice - va veni rândul sticlei de Klein Să începem cu ce este un spațiu topologic, adică cu topologia generală Topologia generală a făcut parte de multă vreme din limbajul matematic general Termenul de topologie generală denotă topologia care este folosită de majoritatea matematicienilor Învață să vorbești clar și precis despre lucruri legate de ideea de continuitate Este necesar nu doar să explicăm ce este o sticlă Klein Este, de asemenea, o modalitate de a aduce imagini geometrice în orice domeniu al matematicii, indiferent cât de departe de geometrie ar fi această zonă la prima vedere Ca zonă de cercetare științifică activă, topologia generală este aproape completă Utilizarea constantă ca limbaj matematic general a șlefuit sistemul definițiilor și teoremelor sale În zilele noastre, studiul ei este într-adevăr mai mult ca învățarea unei limbi decât matematica: trebuie să înveți o mulțime de cuvinte noi, în timp ce dovezile majorității teoremelor sunt extrem de simple Dar există o mulțime de aceste teoreme Acest lucru nu este surprinzător - ei joacă rolul de reguli care guvernează utilizarea cuvintelor Cartea constă din două părți Topologia generală este subiectul primei părți A doua parte este dedicată unei introduceri în topologia algebrică prin secțiunea sa cea mai clasică și elementară, construită în jurul conceptelor de grup fundamental și spațiu de acoperire În topologia elementară, am include și informații inițiale despre varietăți - spații care sunt aranjate local în același mod ca și spațiul euclidian Varietățile unidimensionale și bidimensionale sunt în special elementare Cei care caută o astfel de topologie elementară o vor găsi în cărți de topologie vizuală, ilustrate cu imagini frumoase cuvânt înainte raziya, adică curbe și suprafețe Dar cartea nu ar trebui să fie prea groasă și a trebuit să ne oprim Capitolul x este oarecum separat Materialul său joacă un rol important în multe ramuri ale matematicii, dar nu este necesar pentru studiul inițial al topologiei generale Prin urmare, dezvoltarea acestui material poate fi amânată până când apare într-un mod semnificativ în alte cursuri de matematică (care se ocupă de grupe de Lie, analiză funcțională etc ) L-am inclus în cartea noastră în principal pentru că oferă o mare varietate de exemple și exerciții Pentru cine este această carte? Cititorul poate prelua în siguranță această carte dacă, în studiile sale, a ajuns în siguranță la universitate Temerarii individuali încrezători în sine pot încerca să o asume mai devreme Cu toate acestea, nu se poate spune că nu sunt necesare cunoștințe anterioare Se presupune familiaritatea cu numerele reale Și, bineînțeles, cu cele naturale, întregi și raționale Familiarizarea cu numerele complexe nu va fi, de asemenea, de prisos, deși în prima parte a cărții vă puteți descurca fără ele Presupunem că cititorul este familiarizat cu teoria multimilor naivă, dar permitem că această familiaritate poate fi superficială Prin urmare, acolo unde stăpânirea teoriei mulțimilor este deosebit de dezirabilă, se fac digresiuni speciale ale teoriei mulțimilor Nu ne bazăm serios pe cunoștințele de analiză, dar din moment ce majoritatea cititorilor noștri sunt oricum puțin familiarizați cu aceasta, nu ezităm să apelăm la notații și concepte din analiză În cea de-a doua parte, experiența de lucru cu grupuri vă va fi utilă, deși vă vom spune tot ce aveți nevoie despre grupuri Una dintre cele mai valoroase achiziții pe care le poate face cititorul stăpânind această carte este noile elemente ale culturii matematice, capacitatea de a înțelege și aprecia teoria axiomatică abstractă Cu cât cititorul posedă deja acest lucru, cu atât îi va fi mai ușor să stăpânească materialul acestei cărți Cartea poate fi folosită în pregătirea examenului de topologie (mai ales dacă constă în rezolvarea unor probleme) Cu toate acestea, dacă ascultați prelegeri despre topologie, atunci este rezonabil să le citiți înainte de prelegeri, încercând să demonstrați afirmațiile pe cont propriu înainte ca lectorul să le demonstreze Dacă doriți să învățați singur topologia, această carte ar putea fi exact ceea ce aveți nevoie Cu toate acestea, ar trebui să citiți cu atenție această prefață pentru a înțelege cum este organizat materialul și cum să îl utilizați Caracteristicile organizării textului Chiar și o privire superficială dezvăluie organizarea non-standard a textului acestei cărți Am mers în mod deliberat pentru câteva inovații Sperăm că cititorul se va obișnui rapid cu ele și le va găsi utile cuvânt înainte Știm că nevoile și interesele cititorilor noștri sunt diverse și ne dăm seama cât de dificil este să faci o carte interesantă și utilă pentru fiecare cititor Pentru a rezolva această problemă, am marcat textul, astfel încât cititorul să poată determina cu ușurință la ce să se aștepte de la fiecare fragment Sperăm că acest lucru îi va permite să organizeze studiul materialului cărții în conformitate cu gusturile și abilitățile sale Acest scop este servit de mai multe caracteristici ale organizării textului cărții În primul rând, am identificat linia principală, ca să spunem așa, de curs Acesta este materialul pe care îl considerăm de bază El constituie o parte relativ mică a textului Este adesea întreruptă de exemple specifice, de probleme ilustrative și de instruire și de o discuție a conceptelor legate de aceste exemple și probleme, dar neutilizate în continuare Unele dintre aceste concepte joacă un rol fundamental în alte domenii ale matematicii, dar aici sunt secundare Într-un cuvânt, linia principală este întreruptă de variații la prima ocazie Variațiile sunt clar separate grafic de tema principală A doua trăsătură care distinge această carte de majoritatea celorlalte manuale este separarea dovezilor de formulări Pare aproape o carte cu probleme Dacă se dorește, ar putea fi ușor de făcut nediferențiat ca aspect de sute de alte manuale de matematică Pentru a face acest lucru, toate variațiile ar trebui mutate la sfârșitul paragrafelor, astfel încât să arate ca niște exerciții pentru textul principal, iar dovezile teoremelor ar trebui plasate imediat după formulările lor Tema principală și variații Miezul cărții este materialul cursului de topologie pentru studenții la matematică de la Universitatea de Stat din Sankt Petersburg (Leningrad) Acest material este relativ mic și nu conține aproape niciun raționament complex Cititorul să nu creadă că, evidențiind tema principală, autorii încearcă pur și simplu să-i impună gusturile Nu ezităm să ne impunem gusturile ocazional, dar aici, în primul rând, ne străduim să organizăm studiul subiectului Tema principală este un întreg Cititorul care a stăpânit-o a învățat subiectul Dacă s-a uitat la variații sau nu, este treaba lui Dar variațiile sunt incluse pentru a ajuta la stăpânirea materialului de bază Ele nu sunt trimise la ultimele pagini ale paragrafelor pentru a fi la îndemână exact atunci când sunt cele mai necesare În același timp, puteți învăța o mulțime de lucruri interesante din variații Cu toate acestea, urmărirea prea literală și atentă a variațiilor poate întârzia în mod inutil studiul subiectului Cititorii care pot demonstra în mod independent afirmații din subiectul principal, în general, nu au nevoie să rezolve toate problemele propuse în variații și se pot limita la o familiarizare superficială cu condițiile lor și la rezolvarea celor mai dificile dintre ele Pe de altă parte, cu cât vă este mai dificil să demonstrați afirmațiile subiectului principal, cu atât mai multă atenție trebuie acordată problemelor ilustrative și mai puțin problemelor cu asterisc Considerăm că materialul prezentat în subiectul principal este că mi cuvânt înainte minimul de topologie pe care trebuie să-l stăpânească fiecare student care decide să devină matematician profesionist Un student ale cărui interese vor fi legate de topologia și alte subiecte geometrice, desigur, va trebui să studieze mult mai mult Dar acest material poate servi și ca bază bună pentru el Pentru un student care nu se așteaptă să devină un matematician profesionist, poate fi utilă chiar și o cunoaștere parțială a subiectului principal Cineva - să se pregătească pentru examen, cineva - pentru a simți gustul matematicii abstracte, rolul definițiilor și valoarea formulărilor precise Subliniem încă o dată că cartea este concepută pentru un cititor care este gata să lucreze activ Demonstrațiile teoremelor sunt separate de formulările lor și plasate la sfârșitul capitolului curent În opinia noastră, prima reacție la formularea oricărei afirmații, de îndată ce vi se pare că ați înțeles-o, ar trebui să fie o încercare de a demonstra această afirmație Sau infirmă dacă nu poate fi dovedit O încercare de respingere poate fi utilă atât pentru a obține o mai bună înțelegere a formulării, cât și pentru a găsi dovezi Separând dovezile de formulări, dorim să încurajăm cititorul să se gândească la fiecare formulare, făcând, în același timp, cartea inconfortabilă pentru alunecare frivolă în diagonală Cu toate acestea, un cititor care preferă un stil mai tradițional poate fie să găsească dovada la sfârșitul capitolului, fie să o omite cu totul (deși cu riscul de a înțelege greșit formularea) Acest stil poate mulțumi și cititorul sofisticat, care preferă formulările care nu sunt umbrite de dovezi Dovezile de cele mai multe ori nu sunt dificile, este ușor și plăcut să le inventezi Principalele unități structurale ale cărții sunt paragrafele, care sunt împărțite în paragrafe numerotate și intitulate Fiecare paragraf este dedicat unui complot separat și constă din definiții, comentarii, teoreme, exerciții, probleme și ghicitori Teoremele, exercițiile, sarcinile și ghicitorile legate de materialul principal sunt numerotate în perechi, formate dintr-un număr de paragraf și o literă latină, separate între ele printr-un punct Literele sunt atribuite în ordine alfabetică și numerotează afirmațiile din paragraf Prin ghicitoare înțelegem o problemă, a cărei soluție (și adesea condiția) ar trebui mai degrabă ghicită decât calculată sau dedusă din formulare B Mister Având în vedere numărul său, stabiliți în ce paragraf ar trebui să se găsească această ghicitoare Și este un mister? Adesea, după o problemă dificilă (teoremă), se formulează o secvență de enunțuri care sunt leme ale acestei probleme Un astfel de lanț se termină adesea cu o problemă în care se propune revenirea la problema inițială (teorema), înarmată cu lemele tocmai dovedite cuvânt înainte Materialul principal este prezentat înconjurat de numeroase probleme de instruire și definiții, teoreme și enunțuri suplimentare În ciuda legăturilor lor cu materialul principal, de obicei rămân în afara domeniului de aplicare al cursului standard Acest material suplimentar din carte este ușor de recunoscut după tipul mai mic și marginile largi, cum ar fi aici Exercițiile, sarcinile și ghicitorile care nu sunt incluse în materialul principal, dar sunt strâns legate de acesta, sunt numerotate în perechi, constând din numărul paragrafului și numărul acestei afirmații din paragraf Găsiți în textul principal al cărții o problemă cu același număr Soluțiile la aceste probleme sunt plasate la sfârșitul cărții Multe dintre problemele ilustrative propuse sunt ușor de găsit Mai mult, într-un studiu serios al subiectului, exemple de acest tip trebuie inventate constant Pe de altă parte, unele dintre problemele prezentate în carte nu sunt deloc ușor de găsit Am folosit pe scară largă diverse surse, atât literare, cât și didactice ale folclorului Sarcinile (atât materialul principal, cât și variațiile), care au părut autorilor cele mai dificile, sunt marcate, ca de obicei, cu un asterisc Sunt incluse în diverse scopuri: pentru a contura legături cu alte domenii ale matematicii, pentru a indica posibile direcții de dezvoltare a subiectului sau pur și simplu pentru a mulțumi cititorul aspirant Subiecte suplimentare Am decis să punem la dispoziția studenților interesați câteva subiecte teoretice care completează materialul principal Ar fi firesc să le includă în cursurile de curs destinate studenților (sau absolvenților) Cu toate acestea, de regulă, aceste povești nu se încadrează bine în cursurile speciale tradiționale Mai mult, studiul lor pare mai firesc tocmai la primele contacte cu topologia În carte, astfel de parcele sunt separate în paragrafe separate, ale căror numere includ simbolul x, căruia îi atașăm semnificația extra (uneori întregul paragraf este marcat în acest fel, iar într-un caz, întregul capitol) Atitudinea față de acest material ca suplimentar depinde, desigur, de punctul de vedere Referindu-ne la un astfel de complot, ne ghidăm după ideile noastre despre ceea ce ar trebui inclus în studiul inițial al topologiei Înțelegem că unii dintre colegii noștri s-ar putea să nu aprobe alegerea noastră, dar sperăm că marcajul nostru nu îi va împiedica să folosească cartea Un cuvânt nou în matematică: când În vorbirea matematică, există adesea o uniune complexă "dacă și numai dacă" (alte opțiuni: "dacă și numai dacă", "pentru a este necesar și suficient să") Nicio limbă națională naturală nu are o scurtă conjuncție cu același înțeles Matematicienii au introdus uniunea "iff" în limba engleză scrisă și a devenit larg răspândită Oferim același rol ca și cuvântul Sogda, care sună în rusă și are o etimologie destul de clară A doua silabă este în cazul în care a este un activ cuvânt înainte nym Rădăcina slavă, indicând ora Intră cuvintele atunci, întotdeauna, când, uneori, niciodată, o dată Prima silabă cu o - este un prefix la fel de activ care servește la formarea cuvintelor, adică participarea comună, comunitatea etc , de exemplu, contemporan, coautor, consimțământ, coleg Împreună se obține o generalitate a timpului, care corespunde formei lungi "dacă și numai dacă" Cum a fost creată această carte Tema principală urmează cursul de prelegeri susținute de Vladimir Abramovici Rokhlin la Facultatea de Matematică și Mecanică a Universității de Stat din Leningrad în anii Ni se pare oportun să începem cu circumstanțele creării acestui curs, deși am început să scriem cartea după moartea lui Vladimir Abramovici În anii șaizeci, în Uniunea Sovietică, matematica era una dintre cele mai atractive domenii ale științei pentru tineri, pe locul doi după fizică în rândul celor non-umaniști În fiecare an, peste o sută de studenți au intrat la Departamentul de Matematică și Matematică a Universității de Stat din Leningrad, dintre care câteva zeci au fost absolvenți ai școlilor de matematică Programul cursului de curs de matematică a suferit o actualizare majoră Înainte de crearea cursului Rokhlin, topologia era predată în matematică numai în cadrul unor cursuri speciale Rokhlin a reușit să includă un curs semestrial de topologie în sistemul de cursuri generale obligatorii Cursul a constat din trei capitole, dedicate, respectiv, topologiei generale, grupului fundamental și cuvânt înainte acoperiri si colectoare Conținutul primelor două capitole diferă puțin de materialul principal al acestei cărți Ultimul capitol a început cu o definiție generală a unei varietăți topologice, a inclus o clasificare topologică a varietăților unidimensionale și s-a încheiat fie cu o clasificare topologică a varietăților bidimensionale triangulate, fie cu elemente de topologie diferențială până la încorporarea unei varietăți netede în Spațiul euclidian Trei dintre cei patru autori aparțin primelor generații de studenți care au urmat cursul de prelegeri Rokhlin Era un curs semestrial, trei ore pe săptămână în primul semestru al anului doi Pe baza a două prelegeri de două ore pe parcursul întregului semestru, acestea au fost dedicate rezolvării problemelor Aceste cursuri au fost conduse nu de Rokhlin însuși, ci de studenții săi absolvenți De exemplu, în - au fost conduși de Misha Gromov, un geometru remarcabil, în prezent profesor la Institutul de Studii Superioare din Paris și Institutul Courant din New York Rokhlin a considerat cursul teoretic și nu a vrut să piardă timpul de curs pentru rezolvarea problemelor Într-adevăr, în cadrul acestui curs, studenții nu au trebuit să fie învățați cum să rezolve o serie de probleme de rutină, cum ar fi problemele tradiționale de analiză matematică privind tehnica diferențierii și integrării Deși am construit cartea noastră pornind de la prelegerile lui Rokhlin, cartea nu oferă nicio idee despre stilul prelegerilor lui Rokhlin Acestea au fost prelegeri geniale Vladimir Abramovici nu a scris aproape nimic pe tablă Cu toate acestea, a fost ușor să înregistrezi în spatele lui Vorbea încet, în fraze cele mai simple și perfect corecte Ultima dată când Rokhlin și-a citit cursul obligatoriu de topologie a fost în În august , din cauza bolii grave a lui Rokhlin, administrația mathmekh a fost nevoită să caute pe cineva care să-l înlocuiască ca lector Sarcina a fost complicată de faptul că rezultatele examenelor din anul precedent au fost proaste În , timpul alocat cursului a fost majorat la patru ore pe săptămână, în timp ce numărul studenților a crescut și nivelul lor de pregătire a scăzut corespunzător Iar scorurile la examene "s-au prăbușit" S-a decis împărțirea întregului pârâu, care era format din aproximativ de elevi, în două Profesorul V A Zalgaller a fost instruit să țină prelegeri studenților care urmau să se specializeze în matematică aplicată, iar prelegeri pentru "matematicieni puri" au fost date asistentului O Ya Viro La propunerea lui Zalgaller, au fost introduse cursuri practice - o oră pe săptămână Ca urmare, timpul alocat prelegerilor a scăzut și, odată cu timpul de facto, a scăzut și cantitatea de material A rămas de înțeles ce să facă la orele practice A trebuit să dezvolt un sistem de sarcini și exerciții care să facă posibilă repetarea definițiilor date la prelegeri și să permită dezvoltarea abilităților de a demonstra teoreme simple din topologie generală într-un mediu de teorie axiomatică simplă Odată cu o scădere treptată a nivelului de pregătire preliminară a studenților, exercițiile și sarcinile practice au devenit din ce în ce mai utile Obiectivele primei părți a cărții sunt rezultatul eforturilor noastre în această direcție cuvânt înainte În , aceste probleme au fost publicate de către editura Universității de Stat din Leningrad într-o carte mică "Probleme în topologie" Elevii au găsit cartea utilă Unul dintre ei, Alexey Solovyov, chiar a tradus-o în engleză din proprie inițiativă, când a intrat la școala absolventă la Universitatea din California Traducerea a deschis o nouă etapă în lucrarea cărții Am început să dezvoltăm textele rusă și engleză în paralel și am acoperit aproape întreg materialul cursului Rokhlin În , editura Universității de Stat din Sankt Petersburg a publicat cea de-a doua ediție rusă a cărții, care includea deja un capitol despre grupul fundamental și acoperirile Autorii au folosit versiunea în limba engleză în prelegerile lor din SUA (Universitatea din California), Franța (Universitatea din Strasbourg) și Suedia (Universitatea din Uppsala) Prelegerile s-au ținut la un public foarte diferit: atât pentru studenți, cât și pentru absolvenți În plus, am primit solicitări de la profesori pe care îi cunoaștem și pe care nu îi cunoaștem pentru permisiunea de a folosi versiunea în limba engleză în cursurile lor, atât în aceleași țări, cât și în alte țări Există cerințe noi pentru text De exemplu, ni s-a cerut să includem rezolvarea problemelor și demonstrarea teoremei în carte pentru a o aduce în conformitate cu standardele occidentale și a o transforma dintr-o carte de probleme într-un manual autosuficient După o oarecare ezitare, am dat curs acestor solicitări, mai ales că li s-a alăturat Editura American Mathematical Society, în au publicat o ediție în limba engleză a acestei cărți Le suntem recunoscători tuturor colegilor noștri pentru sfaturile și asistența acordată Numeroase comentarii și sugestii utile au fost făcute de M Yu Zvagelsky, A V Korchagin, S S Podkorytov și A N Shumakovici Suntem recunoscători lui Aleksey Solovyov pentru traducerea în limba engleză a primei ediții a Problemelor în topologie Îi suntem recunoscători în special lui Viktor Abramovici Zalgaller, a cărui experiență pedagogică și dorința sinceră de a ajuta au jucat un rol neprețuit pentru noi când eram tineri Fiecare dintre noi a fost norocos să fie elev al lui Vladimir Abramovici Rokhlin, căruia îi dedicăm această carte cuvânt înainte Autorii, de la stânga la dreapta: Oleg Yanovich Viro Viaceslav Mihailovici Kharlamov Nikita Yurievich Netsvetaev Oleg Aleksandrovich Ivanov Partea I Topologie generală Scopul acestei părți a cărții este de a preda limbajul matematic Mai precis, una dintre cele mai importante componente ale sale este limbajul topologiei teoretice a mulțimilor, care se ocupă de conceptele fundamentale asociate cu ideea de continuitate Termenul de topologie generală denotă topologia care este folosită de majoritatea matematicienilor Utilizarea constantă ca limbaj matematic general a șlefuit sistemul definițiilor și teoremelor sale În zilele noastre, studiul topologiei generale seamănă mai mult cu învățarea unei limbi decât matematica: trebuie să înveți o mulțime de cuvinte noi, în timp ce dovezile tuturor teoremelor sunt extrem de simple Dar există o mulțime de teoreme Acest lucru nu este surprinzător - ei joacă rolul de reguli care guvernează utilizarea cuvintelor Trebuie să avertizăm studenții pentru care aceasta este una dintre primele lor discipline de matematică Nu vă grăbiți să vă îndrăgostiți prea mult de el, nu lăsați amprenta să se întâmple Acest subiect poate fi fascinant, dar nu este la fel de vibrant ca multe alte domenii ale matematicii și nu este capabil să ofere un asemenea spațiu pentru noi descoperiri interesante Capitolul Structuri și spații § Digresiune teoretică multimi: mulţimi Începem cu o digresiune, pe care, totuși, aș dori să o consider inutilă pentru majoritatea cititorilor Subiectul său - teoria mulțimilor naivă - face parte și din limbajul matematic general, dar nu este încă topologie Nu vom putea spune un cuvânt despre topologie fără această parte (pentru a vedea asta, uitați-vă în paragraful următor) Este firesc să ne așteptăm ca cunoștințele cu teoria mulțimilor naive să provină din studiul subiectelor care preced de obicei topologia, cum ar fi calculul și algebra Dacă da, parcurgeți acest paragraf și treceți la următorul Seturi și elemente În orice activitate intelectuală, una dintre cele mai fundamentale acțiuni este conectarea obiectelor în grupuri Această conexiune are loc în minte și nu este neapărat însoțită de vreo acțiune reală Odată ce un grup este format și numit, acesta poate fi gândit și raționat și, în special, inclus în alte grupuri Matematica are un sistem de concepte superb dezvoltat care organizează și reglementează crearea unor astfel de grupuri și funcționarea lor Acest sistem de concepte se numește teoria mulțimilor naivă, deși de fapt nu este atât o teorie, cât un limbaj Primele cuvinte în această limbă sunt set și element O mulțime este o colecție arbitrară de diferite obiecte Elementele incluse în această colecție se numesc elemente ale acestui set Un set este format din elementele sale Se formează din ele Pentru a diversifica vorbirea, setul de cuvinte este înlocuit cu setul de cuvinte Uneori, alte cuvinte sunt folosite în același sens, cum ar fi grup, clasă, familie, dar acest lucru nu este în întregime sigur, deoarece fiecare dintre ele este înzestrat în matematică cu alte sensuri, de regulă, mai restrânse Faptul că x este un element al mulțimii A se notează prin formula x € A În acest caz, spunem că x aparține mulțimii A și A conține x Semnul € se numește simbolul de membru A apărut ca o literă greacă stilizată e, prima literă a cuvântului latin elementum Formula x € A Capitolul Structuri și spații Ei o notează și așa: A E x Acest lucru subliniază analogia evidentă cu simbolurile Faptul că x nu este un element al mulțimii A se scrie ca x A sau A x Stabiliți egalitatea O mulțime este definită de elementele sale Nu este altceva decât o colecție a elementelor sale Acest lucru se manifestă cel mai convex în faptul că mulțimile sunt considerate egale atunci când sunt formate din aceleași elemente În acest sens, cuvântul "set" are o conotație ușor peiorativă: atunci când spunem "set", subliniem indiferența noastră de moment față de orice organizare a elementelor sale De exemplu, spunând că o dreaptă este un set de puncte, dăm motive să presupunem că două drepte coincid dacă sunt formate din aceleași puncte Pe de altă parte, ne angajăm să luăm în considerare toate relațiile de puncte (distanțele dintre ele, ordinea lor pe o dreaptă etc ) separat, neincluzându-le în conceptul de linie dreaptă Elementele, la rândul lor, pot fi mulțimi, dar în măsura în care sunt considerate elemente, ele joacă rolul unui fel de atomi a căror viață interioară este ignorată Un set poate fi gândit ca o cutie imaginară concepută pentru a separa elementele acestui set de alte lucruri Combinarea unor lucruri într-un set face posibilă atribuirea unui nume comun și demonstrează intenția de a considera aceste lucruri ca o singură comunitate, fără a intra în natura și relațiile lor deocamdată În matematica modernă, cuvintele set și element sunt printre cele mai utilizate Sunt folosite în aproape toate textele matematice, la locul lor și la locul lor Nu este bine să înlocuiți alte cuvinte, mai semnificative, cu cuvântul "element", transformându-l într-un analog matematic al cuvântului parazit "lucru" Când ceva este numit element, trebuie să fie clar ce se înțelege prin mulțimea al cărei element este Cuvântul "element" are sens numai în combinație cu cuvântul "set" Nu există multe excepții de la această regulă: termeni nematematici (element chimic, element de încălzire), termeni matematici rari de modă veche (de exemplu, integrandul se numește element infinitezimal, în textele geometrice vechi se numesc puncte, linii și plane) elemente) Set gol Deci, un element nu poate exista fără o mulțime Dar un set poate fi fără un singur element Există un singur astfel de set (deoarece o mulțime este definită de stocul de elemente ale sale) Se numește gol și este notat cu simbolul Au fost utilizate și alte denumiri, cum ar fi L, dar treptat a devenit general acceptat § Digresiune teoretică multimi: mulţimi Seturi numerice de bază Alături de , există și alte seturi unice, atât de importante încât au primit propriile nume și denumiri general acceptate Mulțimea tuturor numerelor naturale, adică , , , , , , se notează cu N Mulțimea tuturor numerelor întregi (atât numerele întregi pozitive, adică numere naturale, cât și negative și zero) se notează cu Z Mulțimea tuturor numerelor raționale (adăugați la numerele întregi reprezentabile prin fracții, adică, cum ar fi, de exemplu, |, - |) se notează cu Q Mulțimea tuturor numerelor reale (obținută prin adăugarea la mulțimea Q irațională numere precum, de exemplu, y/ și i = , ) se notează cu K Mulțimea numerelor complexe se notează cu C Specificarea unui set printr-o listă explicită a elementelor sale O mulțime definită de o listă a, b, , x a elementelor sale este notă cu simbolul {a, b, , x} Cu alte cuvinte, o listă de obiecte cuprinse între acolade denotă un set ale cărui elemente sunt listate în această listă De exemplu, { , , } este mulțimea formată din numerele , și Formula {a, x, A} denotă mulțimea formată din elementele a, x și A, oricare ar fi obiectele acestor trei litere denota Ce este { }? Câte elemente sunt în acest set? Care dintre următoarele formule sunt corecte: ) £ { ,{ }}; ) { } € {{ }}; h) e{{ }}? O multime formata dintr-un element se numeste multime cu un singur element Setul {{ }} este singleton? Rețineți că mulțimile { , , } și { , , , } sunt egale deoarece au aceleași elemente La prima vedere, o listă cu repetări nu poate apărea niciodată în mod natural Există chiar tentația, pentru orice eventualitate, de a interzice listele cu repetări în astfel de notații Totuși, așa cum se întâmplă adesea cu tentația de a interzice ceva, în acest caz interdicția nu ar fi rezonabilă Într-adevăr, de multe ori nimeni nu poate spune dacă există sau nu repetări în listă De exemplu, dacă elementele unei liste depind de un parametru, atunci pentru unele valori ale parametrului, unii membri ai listei pot coincide, în timp ce pentru alte valori vor fi diferite - - Câte elemente conţine fiecare dintre următoarele mulţimi: ) { , , }; ) { , , { , }}; ) {{ }}; ){{ }, }; ) { , }; ){{ }, }; ){{ },{ }}; ) {x, x - } pentru x ∈ R? Subseturi Dacă fiecare element al mulțimii A aparține și mulțimii B, atunci spunem că A este o submulțime a mulțimii B și că B conține mulțimea A și scriem și A cu B și BjA Semnele C și E se numesc simboluri de incluziune Nu întâmplător ele seamănă cu semnele de inegalitate Capitolul Structuri și spații A Fie mulțimea A formată din a elemente, iar mulțimea B din b elemente Dacă A C B, atunci a b Proprietăți de includere B Reflexivitatea incluziunii Includerea A C A are loc pentru orice mulțime A, adică orice mulțime este conținută în sine Astfel, semnele de incluziune nu corespund în totalitate semnelor de inegalitate Ele sunt mai aproape de și Rețineți că nu există un astfel de număr a, care ar fi mai mic decât el însuși; inegalitatea a }, {a, c}, {a, b, c}, {a, b}; Aceste nume indică faptul că Q este o pasăre cu adevărat importantă: are același nume ca o întreagă ramură a matematicii Acest lucru nu înseamnă, desigur, că Q coincide cu întreaga știință pe care urmează să o studiați, dar totul în această știință este într-adevăr legat de Q într-un fel sau altul § Topologia in multime ) , X, {a}, {b}, {a, b}, {b, ri}; ) , X, {a,c,d}, {b,c,d} Spațiul din problema se numește săgeată Spațiul din problema , ) va fi notat cu pictograma , al cărei sens va fi explicat în § Ambele spații, ca și spațiul din problema , nu joacă un rol serios, dar sunt bune ca exemple didactice Cel mai important exemplu: linia reală Fie X = K mulțimea tuturor numerelor reale, Q colecția de uniuni ale tuturor familiilor posibile de intervale deschise (prin un interval înțelegem o mulțime de forma (a; b), unde, desigur, a € K și b € K) C Asigurați-vă că această colecție satisface axiomele structurii topologice Tocmai această structură topologică se înțelege întotdeauna când se vorbește despre mulțimea K ca pe un spațiu topologic fără a descrie în mod explicit structura topologică Acest spațiu este de obicei numit linie reală, iar structura topologică este numită topologie canonică sau standard în K Exemple suplimentare Fie X = R și Q constă din mulțimea goală și toate submulțimile infinite posibile ale dreptei R Este Q o structură topologică? Fie din nou X = R, iar Q constă din mulțimea goală și complementele tuturor submulților posibile finite ale dreptei R Este o astfel de mulțime Q o structură topologică? Spațiul din problema este notat mai jos cu și se numește o linie cu topologia T-y sau o linie cu topologia Zariski Fie (X, Q) un spațiu topologic, aY mulțimea obținută din X prin adăugarea unui element a Este mulțimea {{a} UU | U € Q} U { } este o structură topologică în Y? Este mulțimea de mulțimi { , { }, { , }} o structură topologică în mulțimea de două elemente { , }? Topologia din Y din problema , dacă topologia lui Q este discretă, se numește topologia unui punct dens peste tot Topologia problemei se numește topologia de două puncte conectate sau topologia Sierpinski Listați toate structurile topologice dintr-o mulțime de două elemente, să spunem în { , } Utilizarea de termeni noi: puncte, seturi deschise, seturi închise Reamintim că dacă (X, Q) este un spațiu topologic, atunci elementele mulțimii X se numesc puncte, iar elementele mulțimii Q sunt numite mulțimi deschise Litera Q este analogul grecesc al literei O, care începe cuvintele multor limbi, însemnând același lucru: orep în engleză, deschis în rusă, offen în germană, ouvert în franceză Capitolul Structuri și spații D Reformulați axiomele structurii topologice folosind termenul "mult deschis" ori de câte ori este posibil Se spune că o mulțime F cu X este închisă în spațiul (X, Q) dacă complementul său X x F este deschis (adică dacă X x F € П) Digresiune teoretică a multimilor: formulele lui de Morgan E Fie Г o colecție arbitrară de submulțimi ale mulțimii X Atunci XxUA=A(XxA), ( , ) culca culca A A \u d WCH ^ A) ( , ) culca culca Formula ( ) "într-un singur pas" este derivată din ( ), nu-i așa? Formulele acestei probleme sunt versiuni asimetrice ale formulării, care include în mod simetric mulțimile și complementele lor, uniuni și intersecții Mister Găsiți această expresie F Proprietățile seturi închise Demonstrați că: ) intersecția oricărei colecții de mulțimi închise este închisă; ) unirea oricărei colecții finite de mulțimi închise este închisă; ) mulţimea goală şi întregul spaţiu (adică întregul mulţime este purtătorul structurii topologice) sunt închise Deschidere și închidere Vă rugăm să rețineți că închiderea nu este o negație a deschiderii (Apropo, în vorbirea de zi cu zi, acestea nu sunt chiar antonime ) G Dați exemple de seturi: ) fiind atât deschis cât și închis (desigur, în același spațiu); ) care nu sunt nici deschise, nici închise Oferiți o descriere directă a următoarelor mulțimi închise: ) spațiu discret; ) spațiu antidiscret; ) săgeți; ) spații; ) spații N Sunt segmentele închise [a; &]? Închiderea și deschiderea sunt în mare măsură proprietăți similare Diferența fundamentală dintre cele două este că intersecția unei mulțimi infinite de mulțimi deschise nu este neapărat deschisă, în timp ce intersecția oricărei mulțimi de mulțimi închise este închisă, iar unirea unei mulțimi infinite de mulțimi închise nu este neapărat închisă, în timp ce unirea oricărui set de seturi deschise este deschisă Interval semideschis [ ; ) nu este nici deschisă, nici închisă în R, dar poate fi reprezentată atât ca o unire a mulțimilor închise, cât și ca o intersecție a celor deschise D Mulțimea A = { } U este închisă pe linia reală § Topologia in multime Specificarea unei topologii după un set seturi închise Dacă mulțimea F de submulțimi ale mulțimii X îndeplinește următoarele condiții: ) căreia îi aparține intersecția oricărui set de mulțimi ) unirea oricărei mulțimi finite de mulțimi aparținând lui Y aparține colecției ) și X aparțin atunci F este colecția tuturor mulțimilor închise ale unui spațiu topologic (care?) - Listați toate mulțimile de submulțimi ale unei mulțimi de trei elemente astfel încât să existe topologii în care aceste mulțimi sunt seturi complete de mulțimi închise Cartier O vecinătate a unui punct într-un spațiu topologic este orice mulțime deschisă care conține acest punct Analiștii și francezii (urmând N Bourbaki) au o înțelegere mai largă a cartierelor: ei numesc orice set care conține o vecinătate în sensul "îngust" indicat mai sus Oferiți o descriere directă a vecinătăților punctelor ) într-un spațiu discret; ) într-un spațiu antidiscret; ) în săgeată; ) în spațiu; ) într-un colon conectat; ) în topologia unui punct dens peste tot , x Seturi deschise pe linie , x Orice set deschis al dreptei reale este o uniune de intervale disjunse La prima vedere, ar putea părea că teorema x implică faptul că submulțimile deschise ale unei linii au o structură destul de simplă Cu toate acestea, acesta nu este cazul; pot fi situate pe o linie dreaptă în cel mai bizar mod După cum arată exemplul din subsecțiunea următoare, complementele lor - mulțimi închise - pot fi destul de complicate Și, bineînțeles, nu trebuie să credem că orice set închis este o uniune de segmente Ei Setul Cantor Fie K mulțimea numerelor reale care au forma unde ak = sau Cu alte cuvinte, K este format din acele numere a căror reprezentare este , în sistemul ternar nu conține unități, adică ak^= pentru toate k Jx Găsiți o descriere geometrică a mulțimii K Jx l Demonstrează asta ) CS [ ; ], ) K nu se intersectează cu (|; |) > ) K nu se intersectează cu niciunul dintre intervalele de forma ( ), unde k și s sunt numere întregi arbitrare Capitolul Structuri și spații Jx Reprezentați K ca diferență [ ; ] și unirea unei familii infinite de intervale deschise Jx Încercați să desenați K Mulțimea K se numește mulțime Cantor (continuu-ul Cantor, discontinuu-ul Cantor) Are multe proprietăți remarcabile și apare în multe probleme ulterioare Ch Demonstrați că mulțimea K este închisă , x Topologie și progresii aritmetice Lx* Se consideră următoarea proprietate a unei submulțimi F a mulțimii numerelor naturale N: există N ∈ N astfel încât F nu conține o progresie aritmetică de lungime mai mare decât N Demonstrați că mulțimea formată din astfel de submulțimi și întreaga mulțime N formează o colecție de mulțimi închise ale unei anumite topologii în N Când rezolvați această problemă, probabil că este imposibil să faceți fără următoarea teoremă legată de combinatorie Mx* teorema lui Van der Waerden Pentru orice n € N există N € N astfel încât dacă mulțimea { , , , A } este împărțită în două submulțimi, atunci una dintre ele conține o progresie aritmetică de lungime n § Baze Definiție de bază Adesea, o structură topologică este definită prin descrierea unei părți a acesteia, suficientă pentru a restabili întreaga structură O bază a unei topologii este un set de mulțimi deschise, astfel încât orice mulțime deschisă nevidă poate fi reprezentată ca o uniune de mulțimi din această mulțime De exemplu, toate intervalele posibile formează baza topologiei liniei reale Pot structuri topologice diferite să aibă aceeași bază? Găsiți câteva baze ale următoarelor structuri topologice: ) spațiu discret; ) spații; ) spațiu antidiscret; ) săgeți Încercați să alegeți baze mai mici Mister Ce structuri topologice au exact o bază? Demonstrați că orice bază a topologiei canonice a spațiului R poate fi redusă Care seturi de seturi sunt baze A O mulțime £ de mulțimi deschise este o bază a topologiei Q dacă pentru orice mulțime U ∈ Q și orice punct xEU există o mulțime V ∈ E astfel încât xEVcU Z V Mulțimea £ de submulțimi ale unei mulțimi X este baza unei topologii în X dacă X este uniunea mulțimilor din B și Perese § Baze Definiția oricăror două mulțimi din X este reprezentată ca o uniune de mulțimi din X Z S Arătați că a doua condiție din B (adică condiția de intersecție) este echivalentă cu următoarea: intersecția oricăror două mulțimi din X, împreună cu fiecare dintre punctele sale, conține o mulțime din X care conține acest punct (Comparați Z A ) Baze pe avion Luați în considerare următoarele trei seturi de submulțimi ale planului R : ) mulțimea S , constând din toate cercurile deschise posibile (adică cercuri care nu includ cercurile care le delimitează); ) mulţimea E°°, formată din toate pătratele deschise posibile (pătrate fără puncte de limită-laturi şi vârfuri), ale căror laturi sunt paralele cu axele de coordonate (sunt date de inegalităţi de forma max{|j: - a| , \y - b\} R + = { w e R | w Y } se numește metrică (sau distanță) într-o mulțime X dacă ) p(x, y) = când x = y; ) p(x, y) = p(y, x) pentru orice x, y X; ) p(x, y) p(x, z) + p(z, y) pentru orice x, y, z ∈ X O pereche (X, p), unde p este o metrică în X, se numește spațiu metric Condiția ) se numește inegalitatea triunghiului -A Arătați că pentru orice set X funcția m dacă x = y, X x X -e R+: (x, y) b- R+: (x, y) n-> |x - y\ -C Demonstrați că următoarea funcție este o metrică: z p Ch / Rn x Rn -E R+: (x, /) n-> (^ (xi- /i) j " = " Tocmai metricile -B și -C sunt întotdeauna înțelese atunci când vorbesc despre și ? ca despre spațiile metrice fără a descrie metrica Metrica este un caz special al metricii -C Aceste metrici se numesc euclidiene § Spații metrice Alte exemple - Demonstrați că următoarea funcție este o metrică: Rn x Rn -> R+ : (x, y) >-► max \xi - uv - Demonstrați că următoarea funcție este o metrică: Metricile în Rn introduse în problemele С~ -%і sunt incluse în seria infinită de metrici \ i/p \хі- уі\p ) , p^b Р(₽): (w, y) - Demonstrați că pentru orice p funcția are o metrică - Inegalitatea lui Holder Demonstrați că dacă хі, уі , p, q > și + | = , atunci n / n \ /p / n \ /q O metrică de la -C este o metrică de la - este o metrică de la - , este firesc să se noteze și să se includă în această serie, deoarece dacă a sunt numere arbitrare nenegative, atunci i/r = maxaj lim p -* + p(x, a), incluziunile Br-p^^x) C Br(a) și D p(іia)(a:)sD(a) - Mister Ce se întâmplă dacă r astfel încât p(x, y) i -> II a; Și se numește normă dacă ) ||a;|| = când x = ; ) IIAcc|| = |A|||a;|| pentru orice A'e K și x € X; ) IIa; + y\\ ||a;|| + ||t/|| pentru orice x, y și x - Dacă x i-► ||x|| este norma, apoi cartografierea p: XXX -> (r)!+; (x, y) ||x - y|| există o metrică Un spațiu vectorial cu o normă distinsă se numește spațiu normat O metrică definită printr-o normă (ca în - ) -> transformă canonic un spațiu vectorial normat într-unul metric - Examinați problemele din această secțiune și determinați care dintre spațiile metrice menționate în ele sunt de fapt spații vectoriale normate Demonstrați că fiecare bilă dintr-un spațiu normat este o mulțime convexă simetrică față de centrul său - * Orice mulțime mărginită închisă și convexă central simetrică din Rn care nu se află în niciun subspațiu afin altul decât Rn este o bilă închisă cu raza unitară în raport cu o normă determinată în mod unic de această mulțime Topologie metrică G Setul tuturor bilelor deschise dintr-un spațiu metric este baza unei topologii Această topologie se numește metrică și se spune că este generată de o metrică Ori de câte ori se vorbește despre un spațiu metric ca fiind topologic (de exemplu, când se vorbește despre mulțimile sale deschise și închise, vecinătăți etc ), se înțelege această structură topologică N Demonstrați că structura topologică standard în K introdusă în § este generată de metrica (x, y) > -> |a; - la \ Reamintim că o mulțime A se spune că este convexă dacă, pentru oricare dintre punctele sale x, y ∈ A, segmentul care leagă x, y este conținut în A Desigur, deoarece această definiție se bazează pe conceptul de segment, face sens numai în spațiile în care există un concept de segment, care leagă punctele Acest lucru este adevărat, în special, în spațiile vectoriale și afine peste R treizeci Capitolul Structuri și spații Ce structură topologică este dată de metrica problemei fA? criteriul deschiderii O mulțime este deschisă într-un spațiu metric dacă conține fiecare dintre punctele sale împreună cu o bilă a cărei centru este Deschiderea și închiderea bilelor și sferelor * Demonstrați că fiecare bilă închisă este închisă (în raport cu topologia metrică) - Găsiți o minge închisă care este un set deschis - Găsiți o minge deschisă care este un set închis Demonstrați că sferele sunt mulțimi închise Găsiți o sferă care este un set deschis Spații metrizabile Se spune că un spațiu topologic este metrizabil dacă structura sa topologică este generată de o metrică -J Un spațiu antidiscret format din mai mult de un punct este nemetrizabil -K Un spațiu cu un set finit de puncte este metrizabil dacă este discret - Care dintre spațiile topologice date ca exemple în § sunt metrizabile? Valori echivalente Două metrici dintr-un set sunt numite echivalente dacă acestea generează aceeași topologie - Sunt metricile din Rn introduse în -C, și d echivalente? - Metricile Pi,P în X sunt echivalente dacă există numere c, C > astfel încât - În general, invers nu este adevărat - Mister Aceasta înseamnă că condiția pentru echivalența metricilor formulate în poate fi slăbită Cum? Valorile p''PI în Rn, definite mai sus înaintea problemei f , sunt echivalente între ele - * Demonstrați că următoarele două metrici pi și pc în mulţimea tuturor funcţiilor continue [ ; ] -> R nu sunt echivalente: Р (/,Р) = [ \f(x)-g(x)\dz-, pc(f, ) = max{|/(x)-p(x)| | xG[ ; ]} Jo Este adevărat că una dintre topologiile metrice pe care le generează este mai subțire decât cealaltă? Acțiuni cu valori - ) Demonstrați că dacă pi, p sunt metrici în X, atunci pi - P și max{pi, p I " sunt de asemenea metrici în X ) Sunt funcțiile min{pi, p }, - și P P metrice? (Pentru funcția p = - setăm p(m, x) = prin definiție ) § Spații metrice - Demonstrați că dacă p: XXX -> R este o metrică, atunci: ) funcția (x, y) este de asemenea o metrică; ) funcția (x, y) >-> min{p(:r, y), } este de asemenea o metrică; ) funcția (m, y) >-> /(p(a?, i/)) este de asemenea o metrică dacă f îndeplinește următoarele cerințe: o /( ) = ; o f crește monoton; ° /(m + y) bțB' -Mx Demonstrați că distanța Hausdorff într-o mulțime de submulțimi mărginite ale unui spațiu metric îndeplinește cerințele ) și ) din definiția unei metrici -Nx Demonstrați că pentru orice spațiu metric distanța Hausdorff este o metrică în mulțimea submulțimii sale închise mărginite Fie A și B două poligoane mărginite în plan Sa punem gid(A, B) = (A) + (B) - B(A P B), unde B(C) este aria poligonului C Oh Demonstrați că d& este o metrică pe mulțimea tuturor poligoanelor plate Deși, se pare, poligoanele sunt bine cunoscute din geometria elementară, să ne amintim totuși ce sunt Un poligon este o mulțime formată din puncte dintr-o polilinie închisă simplă și puncte acoperite de aceasta O linie întreruptă închisă simplă este înțeleasă ca o succesiune ciclică de segmente în care fiecare segment începe la sfârșitul celui precedent, iar segmentele nu au alte intersecții Capitolul Structuri și spații -Rx Demonstrați că pe mulțimea poligoanelor convexe metrica este echivalentă cu metrica Hausdorff -Qx Demonstrați că pe mulțimea tuturor poligoanelor (nu neapărat convexe), metrica nu este echivalentă cu metrica Hausdorff , x Ultrametrice și numere p-adice O metrică p se numește ultrametrică dacă satisface inegalitatea triunghiului ultrametric: p(x, y) max{p(m, z), p(z, p)} pentru orice X, y, Z Un spațiu metric (X, p) cu p ultrametric se numește ultrametric -Rx Printre metricile introduse în sarcinile A- doar unul este ultrametric Care? Sx Demonstrați că în spațiul ultrametric toate triunghiurile sunt isoscele (adică pentru oricare trei puncte a, b și c cel puțin două dintre cele trei distanțe p(a, ), p(b, c) și p(a, c) sunt egale) - Th Demonstrați că într-un spațiu ultrametric sferele nu sunt doar închise (vezi problema f- ), ci și deschise Cel mai important exemplu de ultrametric este metrica p-adică din mulțimea Q a tuturor numerelor raționale: fie p un număr prim și diferența x - y a diferitelor numere x, y ∈ Q să fie reprezentată ca £p", unde r, și a sunt numere întregi, iar numerele r și h sunt între prime cu r Setăm p(x, y) = p~a (este clar că p(x, x) = ) ■ Ux Demonstrați că acesta este un ultrametric , x Asimetrii O funcție p: X x X -> R+ se numește asimetrie într-o mulțime X dacă ) p(x, y) = când x = y, ) p(x, y) p(x, z) + p(z, y) pentru orice x, y, z ∈ X Deci asimetria îndeplinește condițiile ) și ) ale definiției metricii (vezi § ), dar nu satisface condiția ) Un exemplu de asimetrie din "viața reală" este cea mai scurtă distanță pe care o poate parcurge o mașină între punctele dintr-un oraș care are străzi cu sens unic - Vx Demonstrați că dacă funcția p: X x X -> K este o asimetrie, atunci funcția (m, p) x -> p(m, p) + p(p, m) este o metrică în X Fie A și B submulțimi mărginite ale unui spațiu metric (X, p) Asimetria de la A la B este numărul ap(A, B) = supp(b, A) ev § Subspații -Wx Asimetria ap în mulțimea de submulțimi mărginite ale unui spațiu metric satisface inegalitatea triunghiului din definiția asimetriei Xx Într-un spațiu metric (X, p) mulțimea B este conținută în orice mulțime închisă care conține mulțimea A dacă ap(A, B') = -Yx Demonstrați că ap este o asimetrie în mulțimea de submulțimi închise mărginite ale oricărui spațiu metric (X, p) Fie A și B poligoane în plan Sa punem iad (A, B) \u d B (B) - (A P B) \u d B (B \ A), unde B(C) este aria poligonului C - x Demonstrați că iadul este o asimetrie pe mulțimea tuturor poligoanelor plane O pereche (X, p), unde p este o asimetrie în X, se numește spațiu asimetric Desigur, orice spațiu metric este și asimetric Într-un spațiu asimetric, bilele (deschise și închise) și sferele sunt definite în același mod ca într-un spațiu metric, vezi Secțiunea Zx Mulțimea tuturor bilelor deschise într-un spațiu asimetric este baza unei topologii Se spune că această topologie este generată de asimetrie - x Demonstrați că formula a(x, y) = max{m - y, } definește o asimetrie în [ ; oo) și că topologia generată de această asimetrie coincide cu topologia săgeții (vezi Sec ) § Subspații Definiție și exemple simple Fie (X, Q) un spațiu topologic, А С X Notăm cu PA mulțimea mulțimilor de forma А О V, unde V Q, adică = {AP V| Veshch A Mulțimea O, A este o structură topologică în mulțimea A Perechea (A, Qa) se numește subspațiu al spațiului (X, O), mulțimea PA se numește topologia relativă sau topologia indusă în A de topologia O, iar elementele sale se numesc mulțimi deschise în A B Topologia standard în R și topologia indusă în R ca submulțime a planului coincid Mister Cum, de la baza topologiei din X, putem construi baza topologiei induse pe A din X? Descrieţi structurile topologice care sunt induse: ) în mulţimea numerelor naturale N prin topologia liniei; ) în N prin topologia unei săgeți; ) în doi Capitolul Structuri și spații verificați setul { , } după topologia spațială î ) în același set { , } prin topologia săgeții Este intervalul semideschis [ ; ) în intervalul [ ; ], considerat ca un subspațiu al dreptei R ? C Mulțimea F este închisă în subspațiul А С X, dacă F = A Q E unde mulțimea E este închisă în spațiul X - Demonstrați că dacă o submulțime a unui subspațiu este deschisă (închisă) în spațiul înconjurător, atunci este și deschisă (respectiv închisă) în subspațiu Relativitatea deschiderii Seturile care sunt deschise într-un subspațiu nu sunt neapărat deschise în spațiul înconjurător D Singurul set deschis al liniei K care este deschis și în planul R este mulțimea goală Cu toate acestea, următoarea afirmație este adevărată E Seturile deschise ale unui subspațiu deschis sunt, de asemenea, deschise în întreg spațiul (Cu alte cuvinte, dacă A € Q, atunci C Q ) Aceeași este relația dintre închiderea în subspațiu și în spațiu În special: F Seturile închise ale unui subspațiu închis sunt închise în întreg spațiul Demonstrați că o mulțime U este deschisă în X dacă fiecare dintre punctele sale are o vecinătate V în X astfel încât mulțimea U Г\V este deschisă în V Având în vedere acest fapt, se spune că deschiderea este o proprietate locală Într-adevăr, Aserția poate fi înțeleasă astfel: o mulțime este deschisă dacă este deschisă într-o vecinătate a fiecăruia dintre punctele sale Arătați că închiderea nu este o proprietate locală Tranzitivitatea topologiei relative G Tranzitivitatea topologiei relative Fie (X, Q) un spațiu topologic și X e Ae B Atunci (Qg)b = ,v, adică topologia indusă în B de topologia indusă în A coincide cu topologia indusă direct din X Fie (X, p) un spațiu metric, și fie A C X Atunci topologia generată în A de metrica p|dxd coincide cu topologia indusă în A de topologia generată în X de metrica p Mister Pentru a demonstra coincidența, trebuie să dovedim două incluziuni Care includere este mai puțin evidentă aici? Notație tradițională incompletă Este relativ rar să se ia în considerare structuri topologice diferite în același set Prin urmare, un spațiu topologic este de obicei notat în același mod cu setul său de puncte, adică în loc de (X, Q) § Aranjarea punctelor relativ la o multime se scrie pur și simplu X Se procedează similar în cazul spațiilor metrice: în loc de (X, p) se scrie X § Aranjarea punctelor relativ la o multime Această secțiune este dedicată unei extinderi suplimentare a vocabularului necesar pentru a discuta fenomenele care apar în spațiile topologice Puncte interne, externe și de limită Fie X un spațiu topologic, A c X și b ∈ X Punctul b se numește: despre un punct intern al mulțimii A, dacă o parte din vecinătatea acestuia este conținută în A; despre un punct exterior al mulțimii A, dacă are o vecinătate care nu se intersectează cu A; despre punctul limită al mulțimii A, dacă vreuna din vecinătatea ei se intersectează atât cu A, cât și cu complementul său Intern si extern Interiorul unei mulțimi aflată într-un spațiu topologic este cea mai mare (prin includere) mulțime deschisă conținută în ea (adică submulțimea sa deschisă care conține orice alte submulțimi deschise) Interiorul unei mulțimi A este notat cu simbolul Int A sau, mai detaliat, Int% A (din franceză interieur și engleză interior) A Fiecare submulțime a unui spațiu topologic are un interior Este unirea tuturor seturilor deschise conținute în acest set B Interiorul oricărei mulțimi este mulțimea punctelor sale interioare C Un set este deschis când coincide cu interiorul său D Demonstrați că în K: ) Int[ ; ) = ( ; ); ) Int Demonstrați că R nu este uniunea unui număr numărabil de mulțimi dense nicăieri Puncte limită și izolate Un punct b se numește punct limită al unei mulțimi A dacă oricare dintre vecinătățile sale se intersectează cu mulțimea A x b R Fiecare punct limită al unui set este punctul său de contact Creați un exemplu pentru a arăta că punctul de atingere poate să nu fie punctul limită Un punct al unei mulțimi A care nu este un punct limită pentru această mulțime se numește izolat Î O mulțime A este închisă dacă conține toate punctele sale limită Indicați limita și punctele izolate ale mulțimilor ( ; ] U { }, { -■ | n € N} bQh bR Indicați limita și punctele izolate ale mulțimii N în R^ Seturi închise local Se spune că o submulțime a unui spațiu topologic este închisă local dacă fiecare dintre punctele sale are o vecinătate U astfel încât A ∩ U este închisă în U (cf - S) Demonstrați că următoarele condiții sunt echivalente: ) A este închis local în X; ) A este un subset deschis al închiderii sale Cix A; ) A este intersecția submulților deschise și închise ale spațiului X § Seturi comandate Această secțiune este dedicată structurilor de ordine, care joacă un rol în matematică comparabil cu cel al structurilor topologice După o scurtă introducere generală, ne vom concentra asupra conexiunilor dintre aceste două tipuri de structuri La fel ca spațiile metrice, posetele definesc structuri topologice naturale și oferă exemple interesante de spații topologice Ordine stricte Reamintim că o relație binară - ■Efc) Capitolul Structuri și spații Având în vedere ordinea ciclică, nu are sens să spunem că un element urmează altuia, deoarece printr-o permutare ciclică adecvată a întregii mulțimi, oricare două elemente pot fi puse în ordine opusă Cu toate acestea, putem spune că un element îl urmează direct pe celălalt În acest caz, desigur, primul element urmează imediat ultimului element: la urma urmei, pentru orice permutare ciclică neidentică, primul element va fi plasat imediat după ultimul Într-o mulțime finită ordonată ciclic, pentru fiecare element există un singur element imediat următor Aceasta definește maparea unui set pe sine, cea mai simplă permutare ciclică dacă r x |J A x & X x |J A culca culca ) Înlocuiți ambele părți ale formulei cu complementele lor în mulțimea X și puneți B = X \ A F Întrucât, prin definiție, o mulțime închisă este complementul uneia deschise, afirmația teoremei rezultă din proprietățile mulțimilor deschise (aplicați formulele lui de Morgan) G În orice spațiu, mulțimea goală și întregul spațiu sunt atât deschise, cât și închise, iar într-un spațiu discret, orice mulțime este așa Un interval semideschis nu este nici deschis, nici închis N Da, fiecare segment este închis, de la complementul său K x [a; ] = (-oo; a) U( ; +oo) există un set deschis IX Fie U un subset deschis al liniei Pentru fiecare punct x U, se consideră cel mai mare (prin includere) interval (r; Mx) care conține acest punct (este uniunea tuturor intervalelor care conțin x) Deoarece mulțimea U este deschisă, astfel de intervale există Este clar că oricare două intervale de un anumit tip fie nu se intersectează, fie coincid Ch Urmează din Jx Lx Este evident că sunt îndeplinite condițiile ) și ) din Pentru a verifica condiția ), folosim rezultatul problemei Mx Fie mulțimile A și B să nu conțină progresii aritmetice de lungime mai mare sau egală cu n Dacă mulțimea A U B ar conține o progresie suficient de lungă, atunci una dintre mulțimile originale ar conține o progresie de lungime n Mx Vezi cartea lui A Ya Khinchin "Trei perle ale teoriei numerelor" A [ ="] Fie S baza topologiei Q și U € Q o mulţime U sub forma unei uniuni de mulţimi de la baza E Orice punct x € U va fi acoperit de una dintre aceste mulţimi de baze Un astfel de set poate fi luat ca V Este conținut în U, deoarece participă la reprezentarea sa ca uniune [ | Fie S baza unei topologii Atunci X, fiind o mulțime deschisă, trebuie reprezentat ca o uniune de mulțimi de bază Intersecția oricăror două mulțimi din S, ca intersecția a două mulțimi deschise, este deschisă și, prin urmare, poate fi reprezentată ca o uniune de mulțimi de bază [ a:)(a) C Br(x) C U J Are prea puține seturi deschise Dacă x, y e X și r = p(x, y) > , atunci bila Dr(x) nu este goală și nu coincide cu întregul spațiu -K [="] Fie x&X Fie r = mn{p(a;, y) | y € X x x} Ce puncte sunt incluse în minge Dr(xy? [ s > , atunci Bs(y) ⊂ Sr(x) -Ux Fie x - z \u d și z - y \u d | | pL - Considerăm, pentru certitudine, că "i a - Avem: x y \u d (I + \u d r S + r S P ^ cârpă Si ^ ^ deci p(x, y) p"! \u d verificați {p(a;, r), p(r, p)} A Este necesar să se verifice dacă Id-ul satisface axiomele structurii topologice Să verificăm prima axiomă Fie Γ cu Pd o colecție de mulțimi aparținând lui Pd Ar trebui să ne asigurăm că Uner D e Pentru fiecare U € Г găsim o astfel de mulțime Ux € U care U = A P Ux- Acest lucru este posibil conform definiției mulțimii Pd Să transformăm mulţimea care ne interesează: că Q, fiind o structură topologică în X, satisface prima axiomă a structurii topologice ) Prin urmare, A P (Uyer Ux) aparţine lui Pg A doua axiomă este verificată în mod similar A treia axiomă rezultă din faptul că A = AG \ X și = AP B Să arătăm că o submulțime de K este deschisă în topologia relativă dacă este deschisă în topologia linie standard [ Deoarece intersecția unui cerc cu o dreaptă este fie goală, fie este un interval și fiecare submulțime deschisă a planului este uniunea cercurilor deschise, atunci intersecția unei submulțimi deschise a planului cu dreapta este uniunea intervalelor , adică este deschis pe linie [ ] Dacă U este o mulțime deschisă, atunci este cea mai mare dintre toate submulțimile sale deschise [ , p(b, A) = [ ] Orice set deschis non-vid este o vecinătate a oricăruia dintre punctele sale Deoarece acest punct trebuie să aparțină închiderii mulțimii dense de pretutindeni A, atunci vecinătatea lui se intersectează cu A [ Y sau X -> Y imaginea elementului a sub maparea f (se scrie b = / (a) sau a sau /: a și -" &) O mapare f: X -> Y se numește surjectivă sau o suprajecție (sau o mapare pe) dacă fiecare element al mulțimii Y este imaginea a cel puțin unui element din mulțimea X O mapare /: X -> Y se numește injectiv sau unu-la-unu dacă fiecare element al mulțimii Y este imaginea a cel mult unui element al mulțimii X O mapare se numește bijectivă sau bijecție dacă este surjectivă și injectivă Imagini și prototipuri Imaginea mulțimii A C X sub maparea f: X -> Y este mulțimea f(A) compusă din imaginile elementelor mulțimii A, adică f(A) - - {f(x) I x & A} Imaginea întregii mulțimi mapate X, adică f(X), se numește imaginea lui f Imaginea inversă a mulțimii B cu Y sub maparea f: X -> Y este mulțimea f "l (B) a acelor elemente ale mulțimii X ale căror imagini aparțin lui B, adică /- (B) \u d { eu X | / (m) € IN} Avertizăm cititorul împotriva manipulării neatente a termenilor imagine și prototip Imaginea imaginii inverse a mulțimii B nu coincide întotdeauna cu B, Desigur, o regulă (ca tot ce este în teoria mulțimilor) poate fi gândită ca o mulțime Și anume, poate fi dat de o mulțime de perechi ordonate (m, ?/), unde x € X, y G Y astfel încât regula noastră pune elementul y în corespondență cu elementul x Acest set de perechi se numește grafic de mapare Graficul este o submulțime a mulțimii XXY a tuturor perechilor ordonate (x, y) Capitolul Continuitatea și dacă da, atunci pre-imaginea poate să nu fie singurul set care are această proprietate, astfel încât pre-imaginea nu poate fi definită ca setul al cărui set este imaginea A Mulțimea B este conținută în imaginea lui f dacă B Pentru f arbitrar: X -> Y și B ⊂ Y avem incluziunea /(G( ))C C Fie f: X -> Y și B CY astfel încât f (f~ (B)) = B Atunci următoarele afirmații sunt echivalente: ) / (B) este singura submulțime a mulțimii X a cărei imagine este egală cu B; ) pentru orice a ,a / (B), egalitatea /(a,) = /(ar) implică egalitatea ăl = J * D Maparea f: X -> Y este injectivă dacă pentru orice submulțime BcY astfel încât /(/ (B)) = B, preimaginea / (B) este unică submulțimea mulțimii X a cărei imagine este egală cu B E / (/(A)) e A pentru f arbitrar: X -> Y și A C X F Г (f(A)) = A, când f(A) ∩ f(X \ A) = Este adevărat că pentru orice mulțimi A, B GY și orice mapare /: X -> Y egalitățile r (AUB) = /- (A)U/- (B), ( ) G (APW) = G (A)PG (B), ( ) f- (Y^A)=X \f~ (A'Y ( ) Este adevărat că pentru orice mulțimi A, B GX și orice mapare f: X -> Y egalitățile DA U B) = DA) U DV), ( ) DA P V) = DA) P DV), ( ) / (XhA) \u d Yx / (A)? ( , ) Dați exemple în care două dintre egalitățile problemei anterioare nu sunt valabile Este posibil să înlocuiți egalitățile incorecte ale Problemei cu incluziuni corecte? Ce condiție simplă trebuie impusă lui /: X -> Y, astfel încât pentru orice mulțimi A, B C X toate egalitățile problemei să fie adevărate Demonstrați că pentru orice mapare f: X -> Y și orice mulțimi A C X și B CY egalitatea B P / (A) \u d PA) Mapări și incluziuni de identitate Maparea identității unei mulțimi X este maparea X -> X: x n -> x Se notează prin simbolul idx sau, dacă din context reiese clar ce este X, pur și simplu prin simbolul id § Teoria digresiunii multiple: mapări Dacă A este o submulțime a mulțimii X, atunci maparea A -> X: x > ->* x se numește includerea lui A în X și se notează cu iiiid: A -> X, iar dacă A și X nu sunt în dubiu, atunci pur și simplu prin ip G Preimaginea multimii B sub incluziunea ip: A -> X este multimea B P A Compoziții Compoziția mapărilor f: X -> Y id: Y -> Z este maparea X -> Z: x n-► Compoziția lui f și g se notează până la f N Asociativitatea Pentru orice mapări f:X^Y,g:Y^Z și h: Z -> U, egalitatea h o (d o /) = (h o d) o f este valabilă Pentru orice mapare f: X -> Y, egalitatea / O(idx) = f = (idy)o f J Compoziția injecțiilor este o injecție K Dacă compoziția până la f este injectivă, atunci harta f este injectivă L Compoziția suprajecțiilor este o surjecție M Daca compozitia g ~ f este surjectiva, atunci harta g este si surjectiva N Compoziția bijecțiilor este o bijecție Dacă compoziția y o f este bijectivă, este necesar ca una dintre hărțile f și q să fie bijectivă? Mapări inverse și inversabile Maparea d Y - 'X se numește inversul mapării f: X -> Y, dacă până la f = idx și f od = idy O mapare pentru care există o inversă se numește inversabilă , O mapare este inversabilă atunci când este o bijecție R Dacă există o mapare inversă, atunci aceasta este unică Contractii si sub cartografiere Dacă A este o submulțime a mulțimii X și B este o submulțime a mulțimii Y, atunci oricărei mapări f: X -> Y astfel încât /(A) ⊂ B, îi corespunde o mapare ab(/): A - > B: x >-> Y(x), care se numește reducerea mapării f la A, B sau subcartarea mapării f Dacă B = Y, atunci ab(/): A -> Y este notat cu simbolul f\A și se numește restricția hărții f la A Dacă B ± Y, atunci ab(/): A -> B este notat cu simbolul f\A,e sau chiar doar /| Q Restricția mapării f: X -> Y la A cu X este compoziția incluziunii ipA: A -> X și f Pe scurt, f \ A \u d f despre ipA R Orice contracție (în special, orice îngustare) a unei injecții este o injecție S Dacă restricția unei mapări este o suprajecție, atunci maparea originală este de asemenea surjectivă Capitolul Continuitatea § Mapări continue Definirea și proprietățile de bază ale mapărilor continue Fie X, Y spații topologice O mapare f: X -> Y se spune că este continuă dacă imaginea inversă a oricărei submulțimi deschise a spațiului Y este o submulțime deschisă a spațiului X A O mapare este continuă atunci când imaginea inversă a oricărui set închis este închisă B Maparea identităţii oricărui spaţiu topologic este continuă Fie Qi, Q structuri topologice în X Id-ul de mapare: (X, Qi) -> -" (X, Q ) este continuu dacă Q ⊂ Qi Fie f: X -> Y o mapare continuă Va rămâne continuu dacă: ) rafinăm topologia în X; ) grosieră topologia în X; ) rafinați topologia în Y; ) pentru a îngroșa topologia în Y? Fie X un spațiu topologic discret și Y unul arbitrar ) Ce hărți X -" Y sunt continue? ) Ce mapări /: Y -" X sunt continue pentru orice topologie a spațiului Y? Fie X un spațiu antidiscret și Y un spațiu topologic arbitrar ) Ce hărți X -> Y sunt continue? ) Ce mapări f: Y -> X sunt continue pentru orice topologie a spațiului Y? C Fie A un subspațiu al spațiului X Atunci maparea în: A X este continuă D Topologia indusă pe Ac X de topologia spațiului X este cea mai brută dintre acele topologii din A față de care harta un: A -> X este continuă Mister Enunţul problemei D are o generalizare firească din cazul includerii lui ip la cazul unei mapări arbitrare /: A -> X a unei mulţimi arbitrare A Aflaţi această generalizare E Compoziția mapărilor continue este continuă F O subhartă a unui afișaj continuu este continuă G O hartă f: X -> Y este continuă dacă subharta ei ab(/): X -> f(X) este continuă N Orice mapare constantă (adică o mapare a cărei imagine constă dintr-un singur punct) este continuă Reformulări ale definiției principale Maparea /: X -> Y este continuă dacă Formulați și demonstrați un criteriu similar care implică Int(/"" (A)) și /" (Int A) Același lucru pentru C /(A) și /(C A) Fie S baza topologiei spațiului Y Demonstrați că maparea /: X -> Y este continuă dacă f" (U) este o mulțime deschisă pentru fiecare U ∈ S § Mapări continue x dacă x [ ; ), - x, dacă x [ ; ]? /(w) = /(w) = Alte exemple Următoarea hartă este continuă (în topologia indusă de topologia liniară): /: [ ; ; ]: x~ Este maparea f a segmentului [ ; ] (cu topologia indusă de topologia liniei) într-o săgeată (vezi § ) definită prin formula m dacă x € [ ; ], x+ , dacă x € ( ; ]? Oferiți o descriere directă a mapărilor continue ale unui spațiu (vezi § ) în spațiul R Ce hărți R^ -* Rtx sunt continue? Oferiți o descriere directă a mapărilor continue săgeată la săgeată Y Fie maparea /: Z+ -> R definită prin formulă - dacă x , dacă x = , și fie : Z | -> /(Z+) să fie subharta sa Înzestrăm Z | și /(Z | ) cu topologia indusă de topologia liniară Sunt hărțile g și p - continue? Comportamentul mulțimilor dense sub mapări continue Demonstrați că imaginea unui set dens peste tot sub o mapare continuă surjectivă este densă peste tot Este adevărat că imaginea unui set dens nicăieri sub orice cartografiere continuă nu este densă nicăieri? * Există oare în segmentul [ ; ] (cu topologia indusă de topologia liniară) o submulțime densă nicăieri a lui A care admite o astfel de mapare continuă /: [ ; ] -> [ ; ] că f(A) = [ ; ]? Continuitate locală O mapare /: X -> Y se spune că este continuă la a & X dacă pentru orice vecinătate U a lui /(a) există o vecinătate V a unui astfel încât /(V) ⊂ U O hartă f: X -> Y este continuă dacă este continuă în fiecare punct din X J Fie XY spații metrice, a&X O hartă f: X -> Y este continuă la a dacă, pentru orice bilă centrată pe f(a), există o bilă centrată pe a a cărei imagine este conținută în prima bilă K Fie X, Y spații metrice, a&X O mapare f: X -> Y este continuă într-un punct a dacă pentru orice e > există > astfel încât pentru orice punct x ∈ X cu p(x, a) R hărți continue Demonstrați că următoarele formule definesc mapările continue X -> R: x i->/(x) + g(x), x /(x)g(x), x - e(x), x |/(x)|, x și -" max{/(x),g(x)}, x n-" min{/(x),g(x)} Demonstrați că dacă mapările f,g: X -> R sunt continue și O^g(X), atunci maparea (w) Construiți o succesiune de funcții continue fi: R -> R, i € N, astfel încât formula /(x) =sup{/i(x) I i £ N} definit o funcţie f: R -> R care nu ar fi continuă Fie X un spațiu topologic arbitrar Funcţie /: X -> Rn: x ~ (/i(m), ,/n(m)) este continuă când fiecare din funcţiile fi' X -> R, i = , , n, este continuu Spațiul Mat(p x q, R) al matricelor de dimensiunea px q cu coeficienți reali diferă de Kp Mat(p x q, R) și q: X -> Mat( Mat(p X r, R): x i -" (a?)/(m) continuu Reamintim că GL(n;R) este un subspațiu al spațiului Mat(n X n,R) format din toate matricele inversabile Demonstraţi că dacă maparea f • X -> GL(n;R) este continuă, atunci maparea X -> GL(n;R): x i -" (/(x))- este de asemenea continuă Continuitatea distantei L Pentru orice submulțime A a unui spațiu metric, funcția X -> R definită prin formula χ L -► p(x, A) (vezi § ) este continuă Topologia unui spațiu metric este cea mai brută topologie în raport cu care, pentru orice A C X, funcția X -> R definită prin formula x i -> p(x, A) este continuă Izometric Fie (X, px) și (Y, py) spații metrice O mapare /: X -> -> Y se numește încorporare izometrică dacă pY(f(a), f(b)) = px(a, b) pentru orice a, b și X O bijecție care este o încorporare izometrică se numește izometrie M Fiecare încorporare izometrică este injectivă N Fiecare încorporare izometrică este continuă § Afișări continue Mapări compresive O mapare f: X -* X a unui spațiu metric în sine se spune că este contractivă dacă există un € ( ; ) astfel încât f(b)) ap(a, b) pentru orice a, b € X Demonstrați că fiecare mapare de contracție este continuă Fie X și Y spații metrice O mapare f: X -> Y se spune a fi hel-tree dacă există numere C > și a > astfel încât p(/(a), /(b)) Cp(a, b)" pentru orice a , b E x Demonstrați că fiecare mapare Hölder este continuă Mulțimi definite prin ecuații și inegalități Fie hărți continue ft: X -" R, i = , , n Atunci submulțimea spațiului X, constând din toate soluțiile sistemului de ecuații fi(x) = , , fn(x) = , este închisă R Lasă fi' X -> R, i = , ,n, sunt mapări continue Atunci submulțimea spațiului X, constând din toate soluțiile sistemului de inegalități /i(a;) , ,/n(i) , este închisă, iar submulțimea constând din dintre toate soluțiile sistemului de inegalități f^x) > , , fn(x) > , este deschisă Unde în și P poate fi înlocuit un sistem finit cu unul infinit? Demonstrați că în spațiul Rn cn^l orice submulțime algebrică proprie (adică o submulțime proprie dată de ecuații polinomiale) nu este densă nicăieri Digresiune teoretic-multiple: acoperiri O mulțime Γ de submulțimi ale unei mulțimi X se numește acoperirea ei dacă X este o uniune de mulțimi din Γ, adică dacă X = |JAgr În acest caz, se mai spune că mulțimile incluse în Γ acoperă X Există o altă înțelegere, mai largă, a acestor termeni: o mulțime Γ de submulțimi ale unei mulțimi Y se numește acoperire a unei mulțimi X cu Y dacă X este conținut în uniunea mulțimilor din Γ, adică dacă X cu LLgr Este a mai spus că seturile din capacul Γ X Acoperiri de fundație Considerăm o acoperire Γ a unui spațiu topologic X Fiecare element al acoperirii Γ moștenește o structură topologică de la X În ce caz poate fi reconstruită topologia din X din aceste structuri? În special, în ce condiții pe Γ este asigurată continuitatea mapării f: X -> Y de continuitatea restricțiilor sale la toate elementele acoperirii Γ? Pentru a obține răspunsuri la aceste întrebări naturale, rezolvați problemele - v Este adevărat că dacă restricția mapării f; X -> Y la orice element al următoarei acoperiri Γ este continuă, atunci maparea f în sine este de asemenea continuă; ) X = [ ; ], Г = {[ ; ], ( ; ]}; ) X = [ ; ], Г = {[ ; unsprezece; ]}; ) X = K, r = {Q,R\Q}; ) X=R, r este multimea submultimii de un punct? O acoperire Γ a unui spațiu X se spune că este fundamentală dacă o mulțime U ⊂ X este deschisă dacă intersecțiile sale cu fiecare mulțime A ∈ Γ sunt deschise în subspațiul A Capitolul Continuitatea Q O acoperire Γ a unui spațiu X este fundamentală dacă, pentru ca o mulțime U ⊂ X să fie deschisă, este suficient ca intersecția ei cu fiecare mulțime A e Γ să fie deschisă în A R O acoperire Γ a unui spațiu X este fundamentală dacă, pentru ca o mulțime F să fie închisă cu X, este suficient ca intersecția ei cu fiecare mulțime A ∈ Γ să fie închisă în A - - Acoperirea unui spațiu topologic cu mulțimi de un punct este fundamentală atunci când spațiul este discret Un înveliș al unui spațiu topologic se numește deschis dacă este format din mulțimi deschise și închis dacă este format din mulțimi închise O acoperire a unui spațiu topologic se spune că este local finită dacă fiecare punct din spațiu are o vecinătate care intersectează doar un număr finit de elemente ale acoperirii S Orice capac deschis este fundamental T Orice acoperire închisă finită este fundamentală U Orice acoperire locală finită închisă este fundamentală V Fie Γ acoperirea fundamentală a spațiului X Dacă restricția mapării f: X -> Y la orice element al acoperirii Γ este continuă, atunci maparea f însăși este continuă Se spune că un capac Γ' este înscris în Γ dacă pentru fiecare mulţime din Γ' există o mulţime în Γ care o conţine Dacă învelișul Γ' este înscris în Γ și este fundamental, atunci învelișul Γ este și el fundamental Fie Γ o acoperire fundamentală a spațiului X și Γ o acoperire a spațiului X astfel încât Demonstrați că fundamentalitatea acoperirii este o proprietate locală, adică, dacă fiecare punct al spațiului X are o vecinătate U pentru care acoperirea Г[/ = {U П V | V Г} este fundamentală, atunci este fundamentală și coperta originală ІО ІЗх Mapări monotone Fie (X - Y o creste monoton sau doar monoton daca /(а) =$ /( ) pentru orice a, b X ca=ib- o scade monoton sau antimonoton dacă /(&) /(a) pentru orice a, bёX ca=(b; o este strict monoton crescător (doar strict monoton) dacă /(a) - Y este continuă , x Arătați că condiția de surjectivitate din Wx este esențială h Arătați că condiția de monotonitate strictă din afirmația Wx este esențială IO Zbh În condițiile teoremei Wx, harta f este continuă în raport cu topologia razelor drepte (sau stângi)? Xx O mapare de la o poziție la alta este în creștere dacă este continuă în raport cu topologiile de ordine , x Distanța Gromov-Hausdorff h Pentru orice spații metrice X și Y, există un spațiu metric Z în care atât X cât și Y sunt încorporați izometric Prin încorporarea izometrică a două spații metrice într-unul singur, putem lua în considerare distanța Hausdorff dintre imaginile lor (vezi Secțiunea x) Distanța Gromov-Hausdorff dintre spațiile metrice X și Y este limita inferioară exactă a distanțelor Hausdorff pentru toate perechile posibile de înglobări izometrice ale acestor spații în toate spațiile metrice posibile , x Există spații metrice între care distanța Gromov-Hausdorff este egală cu infinitul? h Demonstrați că distanța Gromov-Hausdorff este simetrică și satisface inegalitatea triunghiului h Mister În ce sens poate distanța Gromov-Hausdorff să satisfacă prima axiomă a distanței? h Funcționează pe un set Cantor și curbele Peano Reamintim că mulţimea Cantor K poate fi definită ca mulţimea {z€lR|z = f; j£, afc = ; } fc- x- Demonstrați că maparea ^^E^-E^ fc=l fc=l este o surjecție continuă Desenează-i graficul , %x- Demonstrați că următoarea mapare este continuă: ee~£^- fc=l fc=l Notați cu K mulțimea {(x, y) (E M | x € X, y (E A?} - ^x' Demonstrați că maparea / CXJ CXJ \ este o surjecție continuă x' Demonstrați că maparea : K -> I , care este compoziția mapării : K -> K și maparea K -> I : (x, y) ( (x), (s/)) este o surjecție continuă Capitolul Continuitatea h Demonstrați că maparea : K -> I este restricția unor mapări continue I -> I (Compară Jx ) Harta a cărei existență este afirmată în ultima problemă este o surjecție continuă I → I Astfel, curba poate umple complet pătratul Curbele cu această proprietate au fost construite pentru prima dată de D Peano în De atunci, au fost găsite multe exemple de astfel de curbe, numite curbe Peano O schiță a construcției propuse de D Hilbert este prezentată mai jos în problemele x- x Yu X Demonstrați că există o secvență de mapări liniare continue pe bucăți D : I -> T astfel încât ) /fc(î) conține centrele tuturor pătratelor fe obținute prin împărțirea fiecărei laturi în segmente egale fe; ) dist(/fe(x), /fc-i(x)) v^/ fe+ pentru orice x GI (aici dist este standardul euclidian dova metrica in R ) , x Demonstrați că orice succesiune de funcții /t care satisface cerințele problemei x converge către o funcție continuă /: I -> I , iar imaginea sa este densă peste tot în pătratul I IO &X Demonstrați că fiecare mapare continuă f' I -> I cu o imagine densă peste tot este surjectivă &X Generalizați x~ x și lO x-lO x: demonstrați existența suprajecțiilor continue I -> In cu n^ § Homeomorfisme Definiția și proprietățile de bază ale homeomorfismelor O mapare f: X -> Y se numește homeomorfism dacă este inversabilă, continuă și maparea sa inversă este, de asemenea, continuă A Construiți un exemplu de bijecție continuă care nu este un homeomorfism B Țineți sus o bijecție continuă [ ; ) -> S , care nu este un homeomorfism C Maparea identității (a oricărui spațiu topologic) este un homeomorfism D Compoziția homeomorfismelor este un homeomorfism E O mapare inversă unui homeomorfism este un homeomorfism Spații homeomorfe Se spune că un spațiu X este homeomorf unui spațiu Y dacă există un homeomorfism X -> Y F Homeomorfismul este o relație de echivalență Mister Cum este teorema lui L G legată de C- E? Pentru a rezolva această problemă, recomandăm atragerea de fonduri din exterior: fie teoreme de analiză cunoscute, fie rezultate care se vor obține în § Vezi problemele , T și K §unsprezece Homeomorfisme Rolul homeomorfismelor G Dacă f: X -> Y este un homeomorfism, atunci mulțimea U ⊂ X este deschisă (în X) dacă f(U) este deschisă (în Y) N O mapare f: X -> Y este un homeomorfism dacă este o bijecție care definește o bijecție între structurile topologice ale spațiilor X și Y Fie f: X -> Y un homeomorfism Atunci, pentru orice A cu X, următoarele afirmații sunt adevărate: ) A este închis în X dacă /(A) este închis în Y; ) /(С А) = С /(А); ) f(IntA) = Int f(A); ) /(FrA) = Fr/(A); ) A este o vecinătate a punctului x e X, când f(A) este o vecinătate a punctului f(x): ) etc Astfel, din punct de vedere topologic, spațiile homeomorfe sunt dispuse exact în același mod - homeomorfismul X -> Y stabilește o corespondență unu-la-unu între toate fenomenele din X și Y, care sunt exprimate în termeni de structuri topologice Alte exemple de homeomorfisme J Dacă f: X -> Y este un homeomorfism, atunci pentru orice Ax subharta ab(/): A -> f(A') este de asemenea un homeomorfism K Fiecare izometrie (vezi § ) este un homeomorfism L Fiecare transformare afină nedegenerată a spațiului Rn este un homeomorfism M Fie X uY mulțimi ordonate liniar În ceea ce privește topologiile de interval în X uY, orice mapare surjective strict monotonă sau strict antimonotonă X -> Y este un homeomorfism N Consecinţă Orice functie surjectiva strict monotona f: [a; ] -" [s; ri] este un homeomorfism Demonstrați că inversarea x x - \ O IG este un homeomorfism La primele etape ale dezvoltării topologiei, când conceptul de spațiu topologic nu fusese încă evidențiat, dar se studiau subspații ale spațiilor euclidiene, mapările și homeomorfismele lor continue, această proprietate a fost luată ca bază pentru definirea topologie F Klein, în celebrul său program Erlangen, în care a clasificat diverse geometrii cunoscute la acea vreme (euclidiană, afină, similară, proiectivă, geometrie Lobachevsky etc ), a definit topologia ca o parte a geometriei care studiază proprietățile figurilor care sunt păstrate sub homeomorfisme Capitolul Continuitatea ) = az , unde a, bcdE K, este homeo-cz -a Fie Y - { z E C | Im z > O} semiplan superior Demonstrați că maparea dată de formula f(z morfism dacă | (r) | > Demonstrați că o bijecție R -► R este un homeomorfism dacă este o funcție monotonă ) Demonstrați că fiecare bijecție a unui spațiu antidiscret asupra lui însuși este un homeomorfism Demonstrați că același lucru este valabil și pentru: ) spațiu discret; ) o linie dreaptă cu topologia Zariski Găsiți toate homeomorfismele spațiului (vezi § ) pe el însuși Demonstrați că fiecare bijecție continuă a unei săgeți pe ea însăși este un homeomorfism Construiți două spații homeomorfe X și Y și o bijecție continuă X -► Y care nu este un homeomorfism Este maparea : K -► A? , considerată în problema x, un homeomorfism? Reamintim că K este o mulțime Cantor, K = {(x, y) M | x € A?, y € € A?} și este determinat de formula Exemple de spații homeomorfe Mai jos, homeomorfismul este notat cu = Aceasta nu este o denumire comună În literatură, în acest sens, aproape toate simbolurile apropiate de simbolul =, dar diferite de acesta, sunt folosite, de exemplu ~, ~, Demonstrează asta ; ] = [a; b] pentru orice a }: ) semibandă deschisă { x > , y C ( ; ) }; ) cerc deschis { x + y }; ) unghi deschis {x > y > }; ) { y - |x| > x } este un plan cu o tăietură de-a lungul razei { y = , x }; ) semicerc deschis { x - y }; ) sector deschis { x - y y > } S Demonstrează asta ) cercul închis D este homeomorf pătratului I = { (x, y) € R x, y € [ ; ] }; ) cerc deschis int d = { (x, y) & r | x + y ) este homeomorfă pentru cercul S Demonstrați că orice linie poligonală neînchisă, neauto-intersectată, cu legături finite din R (și ii" cu n > ) este homeomorfă pentru segmentul [ ; ] În următoarea problemă se formulează o generalizare a tehnicii utilizate în rezolvarea celor două probleme anterioare Interesant este că este folosit mai des decât ar părea la prima vedere O Capitolul Continuitatea Fie X și Y spații topologice pe care sunt date anumite acoperiri fundamentale: X = |J Xa și Y = (Ja Ya unde fiecare dintre subhărțile ab(Y): Xa -> Ya este un homeomorfism, atunci maparea f este un homeomorfism de asemenea Demonstrați că "crucia" infinită R x { |x|, | /| > } ~ I x {(± , ± ), (± , Ф )} homeomorf la un pătrat fără vârfuri * O mulțime nevide S ⊂ R se numește "stea cu centrul c" dacă S este uniunea segmentelor și razelor, unul dintre capete ale căror capete este punctul c Demonstrați că dacă mulțimea S este deschisă, atunci S B (Ce se poate spune despre o stea închisă cu o limită nevidă?) Demonstrați că următoarele figuri plane sunt homeomorfe între ele: ) semiplan { x }; ) cadranul { x, y }; ) unghiul {x ~ y ^ }; ) banda semideschisa {y E [ ; )}; ) un pătrat fără trei laturi { }; ) cerc fără rază { x + y } \ [ ; ]; ) un pătrat fără jumătate din diagonală { |m| + |?/| ; ] Demonstrați că următoarele figuri plane sunt homeomorfe între ele: ) plan perforat R \ ( , ); ) cerc deschis perforat { }; ) planul fără pătrat R \ {x, y G [ ; ] }; ) un plan fără segment R \ [ ; ]; ) R \ Δ, unde Δ este o mulțime convexă mărginită închisă cu interior nevid Dacă mulțimea X ⊂ K este unirea mai multor segmente cu un punct final comun, atunci complementul R \ X este homeomorf la planul perforat Dacă X ⊂ R este o linie întreruptă simplă neînchisă, atunci complementul R \ X este homeomorf la planul perforat Demonstrați că dacă K și L sunt mulțimi finite de puncte ale planului constând din același număr de puncte, atunci complementele lor sunt homeomorfe Fie Di, , Dn ⊂ R cercuri închise disjunse pe perechi Demonstrați că complementul unirii lor este homeomorf cu planul fără n puncte Să Di, , Dn ⊂ R sunt cercuri închise disjunse pe perechi Complementul unirii interioarelor lor se numește un plan cu n găuri Demonstrați că oricare două plane cu n găuri sunt homeomorfe (adică atunci când aranjarea reciprocă a cercurilor Di, , Dn se modifică, tipul topologic al complementului unirii interioarelor lor nu se modifică) Fie /, : R -> R funcții continue și f homeomorf la Rn \Rn-fc Exemple de spații nehomeomorfe U Spațiile formate din numere diferite de puncte sunt nehomeomorfe V Spațiile discrete și antidiscrete având mai mult de un punct nu sunt homeomorfe între ele Demonstrați că spațiile Z, Q (cu topologia indusă din R), R și săgeata sunt nehomeomorfe perechi Construiți două spații nehomeomorfe X și Y pentru care există bijecții continue X -> Y și Y -> X Capitolul Continuitatea Problema homeomorfismului și proprietățile topologice Una dintre problemele clasice ale topologiei este problema homeomorfismului determinați dacă spațiile date sunt homeomorfe În fiecare caz, natura deciziei depinde de răspuns Pentru a demonstra homeomorfismul, este suficient să construim un homeomorfism între spații, care se face de obicei într-o formă sau alta Pentru a dovedi non-homeomorfismul, nu este suficient să se ia în considerare o anumită cartografiere și, de obicei, este imposibil să cerceteze direct toate mapările Prin urmare, atunci când se demonstrează non-homeomorfismul, cel mai des se folosesc mijloace indirecte: ele găsesc o proprietate sau caracteristică pe care un spațiu o are, nu o are alta și care sunt transferate din spațiu în spațiu sub homeomorfism Exemple evidente de ceea ce se spune a fi proprietăți topologice și invarianți sunt cardinalitatea unui set de puncte și cardinalitatea unei structuri topologice (cf Problemele și U) Exemplele mai puțin evidente se află în centrul următorului capitol Informații: non-homeomorfisme Spațiile euclidiene de diferite dimensiuni sunt nehomeomorfe; bilele Dp, D cu p, q diferit sunt nehomeomorfe; sferele Sp, S cu p^q sunt nehomeomorfe; sfera S nu este homeomorfă la suprafața gogoșii; Spațiile euclidiene nu sunt homeomorfe nici pentru bile, nici pentru sfere (de orice dimensiune); literele A și P nu sunt homeomorfe (aici presupunem că aceste litere sunt compuse din linii lipsite de grosime); planul perforat R x punctul nu este homeomorf cu planul cu gaură: R x {x + y Y se numește încorporare (topologică} dacă subharta ab(/): X -> f(X) este un homeomorfism W Includerea unui subspațiu într-un spațiu este o investiție X Compoziția atașamentelor este un atașament Y Dați un exemplu de mapare injectivă continuă care nu este o încorporare topologică (Găsiți un astfel de exemplu mai sus și veniți cu unul nou ) Găsiți spațiile X și Y astfel încât X să se încorporeze în Y și Y să se încorporeze în X, dar X > Y Demonstrați că Q nu se încorporează în Z ) Este posibil să se încorporeze un spațiu discret într-unul antidiscret? ) Și invers, de la antidiscret la discret? Demonstrați că spațiile R și săgeata nu se înglobează unul în celălalt §unsprezece Homeomorfisme Corolarul teoremei funcției inverse Deduceți din teorema funcției inverse (vezi orice manual despre analiza funcțiilor mai multor variabile) următoarea afirmație Pentru orice funcție diferențiabilă /: Rn -> Rn pentru care det / , există o vecinătate U de zero pentru care maparea ffcr: V u este o încorporare și imaginea f(U) este o mulțime deschisă Încorporarea echivalenței Înglobările fi,f - XY se spune că sunt echivalente dacă există homeomorfisme hx-X -> X și hY- Y -* Y astfel încât f o hx = hY ° fi (aceasta din urmă egalitate este adesea exprimată spunând că diagrama comutativ) Orice încorporare a cercului S în R se numește nod Demonstrați că nodurile fi, / : S -> X c = / (S ) sunt echivalente Demonstrați că următoarele două noduri sunt echivalente Informație Există noduri neechivalente De exemplu, Capitolul Continuitatea Dovezi și comentarii A I = Dacă /(/ '(B)) = B, atunci B este, desigur, cuprins în imaginea lui f I => I Dacă mulțimea B este conținută în imaginea lui f, atunci pentru fiecare punct y E B există un punct x astfel încât f(x) = y Prin definiție, x e Y- (B), deci y € Y(Y'(B)) Prin urmare, Soare/(/ (B)) Includerea inversă este adevărată pentru orice set, vezi B B Dacă x € / (B), atunci f (x) V S ) => ) Să presupunem că din egalitatea f(C) = B rezultă că C = / (B) Dacă există puncte distincte ai, a € Y (B) astfel încât /(fli) -= f(a ) atunci /(Y" (B) \ {" }) = B, ceea ce contrazice presupunerea ) => ) Să argumentăm prin contradicție Să presupunem că există o mulțime C / Y- (B) astfel încât f(C) = B Să considerăm un punct € € Y (B) x C, fie b = /(ai) Deoarece f(C) = B, există un punct a C astfel încât Y(a ) = b D Corolarul C E Dacă z ∈ A, atunci f(x) = y /(A), deci x / (/(A)) F Fiecare dintre egalități este echivalentă cu faptul că f(x) £ f(A) pentru orice element x A G m (B) = {z € A I x& B} = An B N Fie x ∈ X Atunci (i O (v o /))N = fi (( /)N) = L ( I Dacă o mapare este o bijecție, atunci este inversabilă [ =] Dacă o mapare este inversabilă, atunci este o bijecție în virtutea afirmațiilor K și M A I => I Dacă maparea f este continuă, atunci pentru orice submulțime închisă F cu Y mulțimea X x y (F) = y- (Y x F) este deschisă, ceea ce înseamnă că mulțimea / (F) este închis [ =] Dacă imaginea inversă a oricărei mulțimi închise este închisă, atunci un argument similar demonstrează că imaginea inversă a oricărei mulțimi deschise va fi deschisă C Dacă mulţimea U este deschisă în spaţiul X, atunci imaginea sa inversă ip (П) = U Г\А este deschisă în subspaţiul A prin definiţia structurii topologice a subspaţiului Dovezi și comentarii D Dacă U e Od, atunci U = V Γ\ A, unde V ∈ Q În plus, deoarece harta din: (A,Q') -> (X,Q) este continuă, atunci imaginea inversă a mulţimii U = in (V) € Q': deci ,A cu O' E Dacă U & Q,z, atunci e ,Y, deci astfel compoziția la f este o mapare continuă F (f\A,Br\V) = (ЖвГЧиПВ) = An G I => I f = iny(x) ° ab/ [-F=] Vezi F N Imaginea inversă a oricărui set sub o mapare constantă este fie goală, fie coincide cu întregul spațiu I =>І Dacă f este continuă, atunci ca vecinătate V a punctului a putem lua pur și simplu imaginea inversă V = / (C ) a vecinătății punctului /(a) I X Deoarece homeomorfismul este o bijecție, atunci U = / (V) Fie q notează maparea inversă cu f, astfel încât V = g~ (U) [ Dacă U este deschis, atunci mulțimea V este deschisă, deoarece este imaginea inversă a mulțimii deschise U sub maparea continuă g I [a; ] este dat de formula f(x) = a+(b - - a)x, iar homeomorfismul f: (- ; ) -> R este dat de formula f(x )=tg^- (În al doilea caz, nu este dificil să găsești un homeomorfism care este dat de o funcție rațională, totuși, destul de ciudat, formula de mai sus apare destul de des ) R Profită de ceea ce afișează Q; I) ->■ S x N: t n-> (coz gі, zіp tgі) este un homeomorfism și se aplică afirmațiile ) și ) din problema anterioară Dam si o alta solutie care poate fi generalizata la dimensiuni mai mari Restricția f a proiecției centrale R x N -> R (la axa absciselor) la S x N este un homeomorfism Într-adevăr, este evident că maparea f este inversabilă: este restricția proiecției centrale R \ X -> S x N Expresia S x N ->■ K este dată de formula (x, y) b-► x, iar inversul ei - de formula x n-► (e ^ x ~ ) • (De ce sunt aceste mapări continue?) Î Asigurați-vă că proiecția verticală pe axa x determină homeomorfismul necesar R Ca de obicei, identificăm Rn cu submulțimea {xe Rn+ xn+ = } Îngustarea proiecției centrale Rn+ x ( , , , ) PG- există un homeomorfism pe Sn x ( , , , ) care se numește proiecție stereografică Când n = se utilizează în cartografie Această mapare este inversabilă, inversul ei este restricția proiecției centrale Rn+ x ( , , , ) -> Sn x ( , , , ) la Rn Prima mapare este dată de formula X = (aj ; iar a doua este formula K este liniar: (x, y) n-► ( x - , y - ) Homeomorfismul K -> -> S este harta dată de formule (X y \ "+ y " \/x + y " Homeomorfismul K -> D este maparea ( y\ ^max{|a:|,|y|} ymax{|a;|, |y|}\ \ y/x + y ' y/x + y A Din punct de vedere geometric, acest homeomorfism mapează liniar segmentul care leagă originile cu un punct de pe conturul pătratului pe partea acestui segment care se află în interiorul cercului ), ) Luați în considerare subhărți adecvate ale homeomorfismului K -> D construit mai sus Desigur, afirmația ) rezultă direct din proba afirmației ) Este interesant că în cazul ) homeomorfismul dorit poate fi dat printr-o formulă foarte simplă dK S : (x, y) X y y/? + Y ' y/? + y (Este doar o proiecție centrală!) În cele din urmă, puteți împărți cercul în patru arce și puteți mapa fiecare dintre ele pe o latură diferită a pătratului K T ) Pentru simplitate, vom presupune că D ⊂ D Pentru orice punct xx \ există un număr pozitiv unic d(x) astfel încât d(x) - D Fr D Luați în considerare maparea |x| D -> D : x n-> pentru x AO, în timp ce b-► O, topor) care este homeomorfismul dorit Atenție la faptul că în cazul în care mulțimea D este un pătrat K, obținem exact homeomorfismul construit în soluția problemei anterioare ), ) Luați în considerare subhărți adecvate ale homeomorfismului D -> D U Nu există bijecție a unui spațiu pe altul V Există un număr diferit de seturi deschise în aceste spații (De exemplu, un subset cu un punct este deschis într-unul dintre ele și nu în celălalt ) W Într-adevăr, dacă ip: A -> X este o incluziune, atunci subharta ab(in) = idA este homeomorfismul identitar X Fie f: XY și g: Y -> Z înglobări Atunci subharta ab(g o /) = ab(g) o ab(/): X -> ^(/(A')) este un homeomorfism Y Existau deja exemple [ ; ) -> S ; Z+ -> { } și {^} Iată încă una Se consideră bijecția f: Z -> Q și includerea iiiq: Q -> K Compoziția iiiq a: Z -> K este o injecție continuă, dar nu o înglobare capitolul Proprietăți topologice § Conexiune Definiția conectivității și primele exemple Un spațiu topologic X se numește conex dacă oricare dintre submulțimile sale, atât deschise cât și închise în același timp, este fie goală, fie coincide cu întregul spațiu X O partiție a unei mulțimi este acoperirea acesteia de mulțimi disjunse în perechi; A împărți un set înseamnă a construi o partiție a acestuia A Un spațiu topologic este conectat dacă nu poate fi împărțit în două seturi deschise nevide, dacă nu poate fi împărțit în două mulțimi închise nevide Sunt spații conectate ) spațiu antidiscret; ) săgeată; ) Descrieți în mod explicit toate spațiile discrete conectate Descrieți în mod explicit toate spațiile deconectate în două puncte ) Spațiul Q al numerelor raționale este legat (cu topologia indusă din R)? ) Aceeași întrebare despre mulțimea numerelor iraționale Să fie date în mulțime X structuri topologice Пі și Пг, iar structura Q este mai fină (adică Пі С fyz) ) Dacă spațiul (X, Z) este conectat, atunci spațiul (X, Pi) este conectat? ) Dacă spațiul (X, Pi) este conectat, atunci spațiul (X, Z) este conectat? Seturi conectate Când se spune că o mulțime este conexă, înseamnă întotdeauna că mulțimea se află într-un spațiu topologic (în care ar trebui să fie clar din context) și că, cu topologia indusă de această includere, este un spațiu conex Definiți o submulțime deconectată fără a utiliza termenul de topologie indusă Este multimea { , } conectata in ) R; ) săgeată; ) Descrieți în mod explicit toate submulțimile conectate de ) săgeți; ) spații Arătaţi că mulţimea [ ; ] U ( ; ] este deconectat în R Demonstrați că fiecare submulțime neconvexă a unei linii este deconectată Demonstrați că o submulțime A a unui spațiu topologic X este deconectată dacă există mulțimi nevide B și C astfel încât A = B U C, B A Cix C = și C A Cix B - Indicați un spațiu topologic și în el o astfel de submulțime A deconectată, astfel încât pentru orice mulțimi deschise care nu se intersectează U și V care formează o acoperire a mulțimii A, fie UD A, fie V ) A Capitolul Proprietăţi topologice Demonstrați că pentru orice mulțime deconectată din Rn există mulțimi deschise disjunse U și V astfel încât AC UU V, UnA/ în VPA/ Comparați - cu Proprietăți setului conectat Fie X un spațiu topologic Dacă o submulțime M C X este conectată și o submulțime proprie nevid A C X este deschisă și închisă, atunci fie M C A sau M C X \ A C Închiderea unui set conectat este conectată Demonstrați că dacă mulțimea A este conexă și A C B C CTA, atunci mulțimea B este de asemenea conexă C Unirea oricărei familii de mulțimi conectate care se intersectează în perechi este conexă [Cu alte cuvinte: fie {Aa}al o familie de submulțimi conexe ale spațiului X și fie intersecția oricăror două mulțimi din această familie nevide Apoi setul (JĂgA este conectat ) D Caz special Fie conexate mulțimile A, BcX și să aibă o intersecție nevidă A P B / Atunci uniunea lor A U B este de asemenea conexă E Fie {Aa}a£l o familie de submulțimi conexe ale spațiului X Să presupunem că fiecare mulțime a familiei se intersectează cu mulțimea Alo (pentru unele Xo £ A) Apoi setul (JA A este conectat F Dacă {Ak}keZ este o secvență de mulțimi conectate astfel încât Ak Π Afc+i Z pentru orice k £ Z, atunci mulțimea |JfcgZ este conexă Arătați că dacă mulțimile A, B sunt conectate și A P C B , atunci A și B sunt conectate Fie A o submulțime conexă a unui spațiu conex X și mulțimea BC X \A să fie deschisă și închisă în topologia subspațiului X \A a spațiului X Demonstrați că mulțimea A U B este conexă Fie conectate seturile A U B și A P B Acest lucru implică faptul că mulțimile A și B sunt conectate? Fie mulțimile A și B astfel încât atât unirea cât și intersecția lor să fie o mulțime conexă Demonstrați că mulțimile A și B sunt de asemenea legate dacă fiecare dintre ele: ) este deschisă; ) închis Fie Ai D A D o succesiune infinită descrescătoare de mulțimi conectate Este intersecția A^ neapărat conectată? Componente de conectivitate O conexiune de componentă a unui spațiu X este oricare dintre submulțimile sale conectate care nu este conținută în nicio altă submulțime conectată (strict mai mare) a spațiului X G Fiecare punct este cuprins într-o componentă conexă, și numai într-una: această componentă conexă este uniunea tuturor mulțimilor conexe care conțin punctul dat H Oricare două componente conectate fie nu se intersectează, fie coincid § Conexiune Componentele conexe ale unui spațiu sunt numite și componentele sale conexe sau pur și simplu componente Teoremele Gn H arată că componentele conexe constituie o partiție a unui spațiu topologic Următoarea teoremă descrie relația de echivalență corespunzătoare acestei partiții Două puncte sunt în aceeași componentă dacă sunt în aceeași submulțime conectată J Corolar Un spațiu este conectat dacă vreo pereche de puncte se află într-o mulțime conectată K Componentele conectate sunt închise Dacă fiecare punct din X are o vecinătate conectată, atunci fiecare componentă a lui X este deschisă Fie că punctele xiu aparțin unei componente a spațiului Dacă unele dintre submulțimile sale sunt atât deschise, cât și închise, atunci fie conține ambele aceste puncte, fie nu conține niciunul dintre ele (cf ) Spații complet deconectate Se spune că un spațiu topologic este complet deconectat dacă oricare dintre componentele sale constă dintr-un singur punct L Un exemplu evident Orice spațiu discret este complet deconectat M Spațiul Q (cu topologia indusă din K) este complet deconectat Rețineți că Q nu este discret Dați un exemplu de subset nenumărabil închis complet deconectat al unei linii - Setul Cantor (vezi Jx) este complet deconectat Conectivitatea și limita unui set Demonstrați că dacă A este o submulțime nevidă proprie a unui spațiu topologic conex, atunci Fr A > Fie F o submulțime conexă a spațiului X Demonstrați că dacă AC X, EN A ⩽ și F P (X x A) ⩽ , atunci F PFrA ⩽ Fie A o submulțime a unui spațiu topologic conex Demonstrați că dacă Fr A este o mulțime conexă, atunci C A este și o mulțime conexă Fie X un spațiu topologic conex, U și V fie submulțimile sale deschise care se intersectează având puncte externe comune și niciunul dintre ele nu este o submulțime a celuilalt Demonstrați că, dacă limitele lor Fr U și Fr V sunt conectate, atunci Fr U П Fr V Conectivitate și mapări continue O imagine continuă a unui spațiu este imaginea acestuia sub o mapare continuă N O imagine continuă a unui spațiu conectat este conectată [Cu alte cuvinte, dacă fX -> Y este o mapare continuă și spațiul X este conectat, atunci mulțimea f(X) este de asemenea conectată ) Capitolul Proprietăţi topologice Consecinţă Conectivitatea este o proprietate topologică R Consecinţă Numărul de componente conectate este un invariant topologic Î Spațiile sunt deconectate dacă există o suprajecție continuă X S Folosind Q, se pot obține adesea dovezi mai scurte ale diferitelor afirmații despre mulțimi conectate Aplicați-o pentru a demonstra, de exemplu, teoremele B- F și rezolvați problemele D și Fie X un spațiu conex și f: X -> R o funcție continuă Atunci mulțimea f(X) este un interval în R Dacă spațiul este dotat cu o structură de grup și înmulțirea cu orice element al grupului este o hartă continuă, atunci componenta conexă a identității este un subgrup normal Subseturi conectate ale liniei numerice R Segmentul I = [ ; ] este conectat Teorema R poate fi demonstrat în mai multe moduri Una dintre ele este sugerată de problema Q și se bazează pe binecunoscuta teoremă a valorii intermediare din analiza matematică, vezi A Mai jos sunt propuse două probleme care oferă o schiță a aceleiași dovezi: combinații ale teoremei Q cu demonstrația tradițională a teoremei valorii intermediare Vezi și x R Fie U, V submulțimi ale segmentului I și V = I \ U Fie a & U, b & V na Demonstrați că fiecare vecinătate U dintr-o submulțime conexă A a spațiului euclidian conține o vecinătate conexă a lui A Indicați un spațiu și două dintre punctele sale aflate în diferite componente conectate astfel încât oricare un set deschis și închis fie conține ambele puncte, fie nu - nu conține niciunul dintre ele (Compară cu ) • * * * • § Aplicaţii ale noţiunii de conectare Teorema valorii intermediare și generalizările acesteia Următoarea teoremă este de obicei inclusă în cursul analizei matematice Într-un anumit sens, este echivalent cu conexiunea unui segment A Teorema valorii intermediare Orice funcție continuă f: [a; ] -> K ia toate valorile între f(a) și f(b) Multe probleme care pot fi rezolvate folosind teorema valorii intermediare pot fi găsite în cărțile de analiză Iată o sarcină tipică de acest tip Demonstrați că orice polinom de grad impar cu coeficienți reali are rădăcină reală B Generalizare Fie X un spațiu conex și f: X K o funcție continuă Atunci mulțimea f(X) este un interval S Consecinţă Fie J c K un interval și / : J -► R o funcție continuă Atunci mulţimea f( J') este de asemenea un interval (Cu alte cuvinte, funcțiile continue mapează lacune cu goluri ) Aplicație la problema homeomorfismului Reamintim că o conexiune este o proprietate topologică, iar numărul componentelor conectate este un invariant topologic (vezi § ) D Seturi [ ; ] și [ ; ]U[ ; ] nu sunt homeomorfe Cele mai simple construcții care transformă spații homeomorfe în spații homeomorfe, de exemplu ștergerea unuia sau mai multor puncte, ne permit să folosim legătura în dovezi ale nonhomeomorfismului unor spații conexe E Spațiile I, K , S și [ ;oo) sunt nehomeomorfe în perechi Cercul nu este homeomorf la nicio submulțime a dreptei R Dați o clasificare topologică a literelor alfabetului latin A, B, C, , considerate ca submulțimi ale planului (se consideră că liniile care alcătuiesc literele sunt lipsite de grosime) Capitolul Proprietăţi topologice - Demonstrați că pătratul și segmentul nu sunt homeomorfe Amintiți-vă că există suprajecții continue ale unui segment pe un pătrat (curbe Peano), vezi § F Spațiile R și Rn nu sunt homeomorfe pentru n > Informație De fapt, Rp și R nu sunt homeomorfe pentru p / q Demonstrați că non-homeomorfismul și R* naturi implică non-homeomorfismul lui Sp și Sq pentru p^= q Zx Inducerea conexiunii Se spune că o funcție este constantă local dacă fiecare punct al domeniului său de definiție are o vecinătate la care restricția funcției date este constantă , x Demonstrați că fiecare funcție locală constantă este continuă , x O funcție constantă local pe o mulțime conectată este constantă , x Mister Cum sunt legate sarcinile și x , x Grupul G să fie înzestrat cu o topologie astfel încât pentru orice element g GG maparea G -> G definită prin formula x n -► xgx~ să fie continuă, iar grupul G să fie conectat în această topologie Dacă topologia indusă este discretă în divizorul normal H al grupului G, atunci este conținută în centrul grupului G (adică hg - gh pentru orice h ∈ H și orice g ∈ G) ІЗ ІОх Inducerea conexiunii Fie £ o proprietate a submulților unui spațiu topologic, care este transferată de la mulțimile oricărei familii cu intersecții perechi nevide la unirea acestor mulțimi Dacă fiecare punct dintr-un spațiu are o vecinătate cu proprietatea și spațiul este conexat, atunci are și proprietatea ξ Lor Demonstrați , x și rezolvați , x pe baza І IOx Pentru alte aplicații ale inducției la conexiune, vezi problemele >T, x, x și C x , x Tăiați clătitele în părți egale , x Orice clătită cu o formă arbitrar neregulată poate fi tăiată în două părți de suprafață egală cu o singură mișcare a cuțitului, astfel încât tăierea să fie paralelă cu o direcție dată Cu alte cuvinte, dacă A este o mulțime deschisă mărginită într-un plan și £ este o dreaptă în acest plan, atunci există o dreaptă L paralelă cu £ care împarte A în două seturi de arie egală ІЗ ІЗх Dacă, în ipoteza x, mulțimea A este conexă, atunci linia L, a cărei existență este afirmată în problema anterioară, este unică , x Lăsați două clătite de orice formă să stea pe o farfurie Demonstrați că ambele pot fi tăiate în jumătăți egale cu o singură lovitură de cuțit Cu alte cuvinte, dacă A și B sunt un arbore de mulțimi deschise mărginite în plan, atunci există o linie care împarte fiecare dintre ele în două seturi de arie egală h Demonstrați că o clătită plată de formă arbitrară poate fi tăiată în patru bucăți de suprafață egală prin două tăieturi drepte perpendiculare una pe cealaltă Cu alte cuvinte, dacă A este o mulțime deschisă conexă mărginită în plan, atunci există două drepte perpendiculare una pe cealaltă care împart A în patru părți de arie egală ІЗ Іbkh Mister Dacă cuțitul este strâmb? Pentru ce formă a lamei puteți formula și rezolva probleme similare cu problemele , x- , x h Mister Formulați și rezolvați probleme similare cu problemele x-ІЗ Іbх pentru regiuni din spațiul tridimensional Puteți crește în același timp numărul de zone în analogii sarcinilor xn x , x Mister Dar "clătite" în Rn? § Legătura liniară § Conectivitate liniară Căi O cale într-un spațiu topologic X este o mapare continuă a segmentului I = [ ; ] în X Începutul căii s: I -> X este punctul ( ) ∈ A, iar punctul final este punctul ( ) În același timp, spunem că calea s conectează s( ) cu z( ) Demonstrați că pentru orice cale s: I -* X imaginea sa s(J) ⊂ X este o mulțime conexă Fie s: I -> X o cale care leagă un punct al mulțimii AC X cu un punct al mulțimii X x A Demonstrați că s(I) ∩ Fr(A) ( ) Fie A o submulțime a spațiului X, ipd: A -> X o includere Demonstrați că u: I -" A este o cale către A, dacă compoziția ipd ou: I -> X este o cale către X O hartă constantă s: IX se numește o cale constantă și se notează cu ea, unde a = ( ) Dacă s este o cale, atunci calea s- se numește calea sa inversă: t -► s( - t) Deși notația s este deja luată (mapping înapoi), această ambiguitate nu duce la neînțelegeri, deoarece, de regulă, mapările înapoi nu sunt luate în considerare atunci când vorbim despre căi Fie u: I -> X, ѵ: I -> X căi astfel încât u( ) = ѵ( ) Sa punem A Maparea uv: I -> X, definită prin această formulă, este continuă (adică este o cale) mier T și V u(O) u( )=v( ) Traseul uv se numește produsul căilor u și r Amintim că produsul este definit doar dacă capătul u( ) al primului drum coincide cu începutul v( ) al celui de-al doilea drum v Spații legate de căi Un spațiu topologic se numește legat de cale dacă oricare două puncte din el pot fi conectate printr-o cale B Segmentul I este conectat liniar S Spațiul euclidian de orice dimensiune este legat de cale D O sferă de dimensiune diferită de zero este legată de cale E Sfera zero-dimensională S° nu este conectată la cale Care dintre următoarele spații sunt conectate prin căi: ) un spațiu discret stvo; ) spațiu antidiscret; ) săgeată; ) ) Capitolul Proprietăţi topologice Seturi conectate la cale O mulțime conectată la cale este un subset al unui spațiu topologic (care trebuie să fie clar din context) care este conectat la cale ca un spațiu cu o topologie indusă din spațiul ambiental - Demonstrați că o submulțime A a unui spațiu topologic X este legată de cale dacă oricare două dintre punctele sale pot fi conectate în X printr-o cale care se află în întregime în A (adică printr-o cale s pentru care s(Z) ∈ A) Fiecare submulțime convexă a unui spațiu euclidian este legată de cale Fiecare subset de stele a lui Rn este conectat la cale Imaginea căii este un set conectat la cale Demonstrați că mulțimea de poligoane convexe plane din metrica Hausdorff este legată de cale І Yu Mister Ce se poate spune despre enunțul problemei - pentru o mulțime de poligoane arbitrare (nu neapărat convexe)? Proprietăți ale mulțimilor conectate pe căi O conexiune liniară este foarte asemănătoare cu o conexiune și în unele situații importante este chiar echivalentă cu aceasta Cu toate acestea, unele proprietăți ale conectivității nu se transferă la conectivitatea liniară (vezi -Q, -R) Aceleași proprietăți care se transferă sunt mai ușor de demonstrat pentru conectivitatea liniară F Unirea oricărei colecții de mulțimi conectate prin căi care se intersectează în perechi este conectată prin căi Demonstrați că, dacă mulțimile A și B sunt ambele închise sau ambele deschise și uniunea și intersecția lor sunt legate de cale, atunci A și B sunt de asemenea conectate de cale ) Demonstrați că interiorul și limita unei mulțimi conectate prin căi nu sunt neapărat conectate cu căi ) O afirmație similară este adevărată pentru interiorul și granița unei mulțimi conectate Dacă granița unei mulțimi А G Rn este legată de cale, atunci închiderea acestei mulțimi este de asemenea legată de cale Demonstrați că afirmația problemei anterioare este valabilă pentru o submulțime a unui spațiu arbitrar conectat la cale Componente de conectivitate de linie O componentă conectată la cale a unui spațiu topologic X este o submulțime conectată la cale a lui X care nu este conținută într-o mulțime strict mai mare conectată la cale -G Fiecare punct este conținut într-o componentă conectată la cale -N Două componente ale unei conexiuni liniare fie nu se intersectează, fie coincid Teoremele Ts-G și Ts N arată că componentele legate de cale formează o partiție a spațiului luat în considerare Următoarea teoremă descrie relația de echivalență corespunzătoare § Legătura liniară - Două puncte aparțin aceleiași componente conectate la cale dacă pot fi conectate printr-o cale Spre deosebire de una dintre proprietățile componentelor conectate, componentele legate de calea nu sunt neapărat închise (vezi C-Q, cf -R, -R ) Conexiune liniară și mapări continue J O imagine continuă a unui spațiu conectat la cale este conectată la cale -K Consecinţă Conectivitatea liniară este o proprietate topologică L Consecinţă Numărul de componente conectate la cale este un invariant topologic Conectivitate și conectivitate de linie M Fiecare spațiu conectat la cale este conectat Luați în considerare seturile A = {(x, m/) e R I x > , m/ = sini} și x = A U {( , )} Desenați setul A N Mulțimea A este legată de cale, iar mulțimea X este conectată - Punctarea oricărui punct al mulțimii A face ca A și X să fie deconectați (și, prin urmare, nu sunt conectați la cale) -R Setul X nu este conectat la cale -Q Dați un exemplu de set conectat la cale a cărui închidere nu este conectată la cale R Dați un exemplu de componentă neînchisă a unei conexiuni liniare S Într-un spațiu, al cărui punct are un vecinătate conectat la cale, componentele conectate la cale sunt deschise T Să presupunem că în spațiul X fiecare punct are o vecinătate legată de drum Atunci X este conectat la cale dacă X este conectat -U Pentru submulțimile deschise ale spațiului euclidian, conectivitatea și conectivitatea liniară sunt echivalente Pentru subseturi, conectivitatea directă și conectivitatea liniară sunt echivalente Dacă o mulțime A C Rn este conectată, atunci pentru orice e > vecinătatea sa ^ este conectată prin cale ' Demonstrați că în orice vecinătate a unei mulțimi conexe din spațiul euclidian există o subvecinătate legată de calea acesteia , x Conexiune prin linii întrerupte O submulțime A a unui spațiu euclidian se numește conectată prin linii întrerupte dacă oricare două puncte din A pot fi conectate în A printr-o linie întreruptă cu legături finite ' h Orice submulțime de Rn care este conectată prin linii întrerupte este conectată la cale și, prin urmare, de asemenea, conectată Capitolul Proprietăţi topologice ^ x Fiecare submulțime convexă a lui Rn este conectată prin linii întrerupte Fiecare submulțime de stele a lui Rn este conectată prin linii întrerupte " x Pentru submulțimile deschise ale spațiului euclidian, a fi conectat prin linii întrerupte echivalează cu a fi conectat h Construiți o submulțime fără un singur punct conectată la cale a spațiului euclidian, dintre care două puncte nu pot fi conectate în el printr-o polilinie I X Lăsați setul XG R să fie numărabil Demonstrați că complementul său R x X este legat prin linii întrerupte > x Fie o mulțime XG Rn uniunea unui număr numărabil de subspații afine ale căror dimensiuni nu depășesc n - Demonstrați că complementul său R x X este legat prin linii întrerupte > x Fie XG Cn uniunea unui număr numărabil de mulțimi algebrice (adică mulțimi definite de una sau mai multe ecuații algebrice în raport cu coordonatele din Cn) Demonstrați că complementul său Cn\X este legat prin linii întrerupte , x Conectivitatea unor seturi de matrice Matricele reale (rxn) formează un spațiu de coordonate, care diferă de Rn doar prin enumerarea dublă a coordonatelor sale naturale Mulțimile de matrici complexe (xn) și spațiul Cn (homeomorf cu R n) sunt legate în mod similar În următoarele probleme, E denotă matricea de identitate (xn) >^Tx Găsiți componentele conexe și componentele liniare conexe ale următoarelor subspații ale spațiului matricelor reale (rxn): ) GL(n;R) = {А | det A }; ) Symm(n; R) P GL(n\R); ) O(n;R) = {А I ААТ =Е}; ) {A|A =£} ) Symm(n; R) - {A | Am = A}; N Spunem, de asemenea, că șirul an tinde sau converge către b pe măsură ce n tinde spre infinit Formulați afirmația "b nu este limita secvenței an" folosind particula "nu" cât mai târziu posibil și fără a folosi termenii "limită" și "se străduiește" Limita unei secvențe nu depinde de ordinea membrilor ei Mai precis: fie an o succesiune convergentă: an -► b Fie Y este o hartă surjectivă continuă luând fiecare set închis într-unul închis, iar spațiul X este normal, atunci și spațiul Y este normal , x Spațiul Nemitsky Fie 'H semiplanul superior cu topologia euclidiană obișnuită Setăm N = YU L, unde L este axa x și introducem topologia pe N după cum urmează Deschise în el, pe lângă mulțimile deschise în Y, sunt și mulțimi de forma zUD, unde x (Е L și D este un cerc deschis în Y, tangent la axa absciselor în punctul x Spațiul rezultat este numit spațiu Nemshchki h Spațiul Nemytsky este Hausdorff h Spațiul Nemytskii este obișnuit h Din ce structură topologică este indusă pe L? ora Spațiul Nemytsky nu este normal IX Consecinţă Există un spațiu obișnuit care nu este normal h Încorporați spațiul Nemytskii într-un spațiu normal, astfel încât complementul imaginii sale să fie format dintr-un punct h Consecinţă Teorema nu se extinde la subspații neînchise, adică normalitatea nu este ereditară , x lema lui Urysohn și teorema lui Tietze h Fie A și B submulțimi închise disjunse ale unui spațiu metric X Atunci există o funcție continuă /: X -► I astfel încât r ( )=Au/- ( )=B h Fie F o submulțime închisă a unui spațiu metric X Atunci orice funcție continuă /: F -> [- ; ] poate fi extins la întreg spațiul X xl- Fie F o submulțime închisă a unui spațiu metric X Pentru o funcție continuă arbitrară f: F -> [- ; ] există o astfel de funcție -> [-|; |] că |/(m) - g(a?)| | pentru toate x e F Vx lema lui Urysohn Pentru orice submulțime închisă A și B care nu se intersectează nevide ale unui spațiu normal X, există o mapare continuă f' XI astfel încât f(A) = { } și f(B) = { } Vx Fie A și B submulțimi închise ale spațiului normal X Se consideră mulțimea A= | k, n € Z+, k П} Atunci există o mulțime {P>}p de submulțimi deschise în X astfel încât pentru orice p, q £ A este adevărat că: ) A C Uo și B C X x ID și ) dacă p [- ; ] există o astfel de funcție continuă F' X -> [- ; ], care = f Xx Consecinţă Fie A o submulțime închisă a spațiului normal X Atunci orice funcție continuă A -► R poate fi extinsă la o funcție continuă pe întreg spațiul h Va rămâne valabilă teorema lui Tietze dacă segmentul [- ; ] la R; pe Rn; pe S ; pe S ? h Deduceți lema lui Urysohn din teorema lui Tietze Capitolul Proprietăţi topologice § Axiomele numărabilității În această secțiune, continuăm studiul proprietăților topologice, care sunt de natura cerințelor suplimentare impuse structurii topologice pentru a aduce situația abstractă luată în considerare mai aproape de cele concrete și, astfel, a o face mai semnificativă Condițiile studiate în această secțiune limitează structura topologică de sus: se cere ca ceva să fie numărabil Digresiune teoretică a multimilor: numărătoare Amintiți-vă că se spune că două mulțimi sunt echivalente dacă există o bijecție a uneia dintre ele pe cealaltă Mulțimile care sunt echivalente cu o anumită submulțime a mulțimii N de numere naturale sunt numite numărabile O mulțime X este numărabilă dacă există o injecție X -> N (sau, mai general, o injecție de X într-o mulțime numărabilă) Uneori, numai mulțimile infinite numărabile sunt numite numărabile, adică numai mulțimi care sunt echivalente ca mărime cu întregul N, în timp ce mulțimile noastre numărabile nu se numesc nimic mai mult decât numărabile Este mai puțin convenabil; în special, dacă aderă în mod constant la o astfel de terminologie, atunci va trebui să numești acest paragraf "Axiome de nimic mai mult decât numărătoare" și să suporte alte inconveniente În terminologia noastră, numărabilitatea are următoarele proprietăți convenabile A Fiecare subset al unui set numărabil este numărabil Î Imaginea unui set numărabil sub orice mapare este numărabilă C Următoarele seturi sunt numărabile: • ) Z; D ) N = {(M) |Â;,neN}; ) Î Unirea unui număr numărabil de mulțimi numărabile este numărabilă E Mulțimea K este de nenumărat Orice set disjunct de opt din avion este numărabil A doua axiomă a numărabilității și separabilității În această secțiune, vom studia trei restricții asupra structurilor topologice Două dintre ele au numere (unu și doi), al treilea nu are număr Ca și în paragraful anterior, începem cu constrângerea numărul doi Se spune că un spațiu topologic satisface cea de-a doua axiomă a numărabilității dacă are o bază numărabilă Termenul de separabilitate este asociat cu axioma numărabilității (fără număr) Se spune că un spațiu topologic este separabil dacă conține o mulțime densă numărabilă peste tot F Dacă un spațiu satisface a doua axiomă de numărabilitate, atunci este separabil G A doua axiomă a numărabilității este ereditară Efectuați săgeata și " Sunt săgeata și Rt^ separabile? , Construiți un exemplu care să arate că separabilitatea nu este ereditară § Axiomele numărabilității N Un spațiu metric separabil satisface a doua axiomă de numărabilitate Consecinţă Pentru spațiile metrice, a doua axiomă de numărare este echivalentă cu separabilitatea J (Compară cu ) În spațiile metrice, separabilitatea este ereditară K Spațiile euclidiene și oricare dintre subspațiile lor sunt separabile și satisfac cea de-a doua axiomă a numărabilității Construiți un spațiu metric care nu satisface cea de-a doua axiomă de numărabilitate Demonstrați că într-un spațiu separabil fiecare colecție de mulțimi deschise disjunse în perechi este numărabilă Demonstrați că numărul de componente ale mulțimii deschise A ⊂ Rn este numărabil L Imaginea continuă a unui spațiu separabil este separabilă Construiți un exemplu care să arate că o imagine continuă a unui spațiu care satisface cea de-a doua axiomă a numărabilității poate să nu satisfacă această axiomă M teorema lui Lindelöf Dacă un spațiu satisface cea de-a doua axiomă a numărabilității, atunci din orice acoperire a acestuia de mulțimi deschise se poate evidenția un set numărabil de mulțimi, care este, de asemenea, o acoperire Dacă un spațiu satisface cea de-a doua axiomă a numărabilității, atunci din oricare dintre bazele sale se poate evidenția un set numărabil de mulțimi, care este și baza acestui spațiu * teorema lui Brouwer Fie /C = {Kd} o familie de mulțimi închise într-un spațiu cu bază numărabilă și fie pentru orice succesiune descrescătoare Ki D K E de mulțimi aparținând familiei, intersecția Ki aparține și ea acestei familii Atunci /C are o mulțime minimă, adică o mulțime fără submulțime adecvată a cărei /C nu aparține Baze la punct Fie X un spațiu topologic și ∈ X Baza spațiului X într-un punct a sau baza vecinătăților unui punct a este o astfel de colecție de vecinătăți ale unui punct a încât orice vecinătate a lui a conține o vecinătate din aceasta Colectie N Dacă E este baza spațiului X, To{C €E|a€î } este baza vecinătăților punctului a Într-un spațiu metric, bazele într-un punct a sunt: ) colectarea tuturor bilelor deschise cu centrul a; ) colectarea tuturor bilelor deschise cu raze raționale și centru a; ) colecția tuturor bilelor deschise cu centrul a și raza rn, unde {rn} este orice succesiune de numere pozitive care tind spre zero Care sunt bazele minime ale vecinătăților unui punct în spații discrete și antidiscrete? Prima axiomă a numărabilității Se spune că un spațiu X satisface prima axiomă a numărabilității dacă are baze numărabile în toate punctele sale Capitolul Proprietăţi topologice Fiecare spațiu metric satisface prima axiomă a numărabilității R Prima rezultă din a doua axiomă de numărabilitate Î Construiți un spațiu care satisface prima axiomă a numărabilității și nu o satisface pe a doua (Comparați ) Care dintre următoarele spații satisface prima axiomă de numărabilitate: ) spațiu discret; ) spațiu antidiscret; ) săgeată; ) Dați un exemplu de spațiu separabil care satisface prima axiomă de numărabilitate, dar nu deține cea de-a doua axiomă de numărabilitate Demonstrați că dacă spațiul X satisface prima axiomă de numărare, atunci fiecare dintre punctele sale are o bază descrescătoare în acest punct: Ui D Uz D • • • Abordare secvenţială a topologiei Analiştii sunt foarte pasionaţi de secvenţe şi limitele lor Mai mult, le place să vorbească despre toate fenomenele topologice în termenii acestor concepte Această tradiție nu are aproape nicio justificare matematică, dar are o istorie lungă care datează din lucrările din secolul al XIX-lea privind justificarea analizei De fapt, aproape întotdeauna, cu excepții foarte rare (în toate cursurile obligatorii de curs de matematică, acestea pot fi numărate pe degete), este mai convenabil să faci fără secvențe (dacă ai de-a face cu obiecte topologice, decât să însumezi o serie) unde secvențele sunt incluse în definiții) Acordând un omagiu tradiției, vom explica aici cum și în ce cazuri pot fi descrise concepte topologice în limbajul secvențelor O secvență în latină este o secvență Prin urmare, definițiile corespunzătoare și abordarea în sine sunt numite secvenţiale Fie A o submulțime a unui spațiu topologic X Mulțimea limitelor tuturor succesiunilor posibile de puncte dintr-o mulțime A se numește închiderea secvențială a acestei mulțimi Închiderea secvenţială a unui set A va fi notat cu SCI A R Demonstrează că SCIAc CIA S Dacă spațiul X satisface prima axiomă a numărabilității, atunci pentru orice A includerea inversă SCI Ae CI A este de asemenea adevărată și, prin urmare, SCI A = CIA Astfel, în spațiile care satisfac prima axiomă a numărabilității (în special, în toate spațiile metrice), închiderile de mulțimi pot fi restaurate (și, prin urmare, determinate) știind ce secvențe converg și la ce limită Prin închideri, la rândul său, se poate defini închiderea, iar prin închidere, deschidere și toate celelalte concepte topologice Fie X mulțimea numerelor reale cu topologia formată din și complementele tuturor submulților posibile numărabile (Verificați dacă aceasta este într-adevăr o topologie ) Cum sunt aranjate secvențele convergente, închiderile secvențiale, închiderile într-un astfel de X? Demonstrați că există mulțimi A în X pentru care CIA^SCIA § Compactitate Continuitate secvenţială Acum luați în considerare, în același spirit, continuitatea mapărilor O mapare f: X -> Y se spune că este continuă secvenţial dacă, pentru orice punct b&X şi orice succesiune an&X de puncte din X care tind spre b, şirul /("n) tinde spre /(&) T Fiecare mapare continuă este continuă secvenţial U Imaginea inversă a unui set închis secvenţial sub o mapare continuă secvenţial este închisă secvenţial V Dacă spațiul X satisface prima axiomă a numărabilității, atunci orice mapare secvențială continuă /: X -> Y este continuă Astfel, pentru mapările unui spațiu care satisface prima axiomă a numărabilității, continuitatea și continuitatea secvențială sunt echivalente Construiți o mapare secvențială continuă, dar nu continuă (Comparați cu ) , x Teoreme de încorporare și metrizabilitate wx Spațiul ^ este separabil și are o bază numărabilă Іb Xx Un spațiu obișnuit cu o bază numărabilă este normal Yx Demonstrați că un spațiu normal cu o bază numărabilă se încorporează în £ (Folosiți Lema a lui Urysohn Vx ~) Zx Un spațiu topologic cu o bază numărabilă este metrizabil dacă este regulat § compactitatea Definiţia compactness Proprietatea topologică căreia îi este dedicată această secțiune joacă un rol deosebit de important atât în topologie, cât și în aplicațiile sale Este ceva ca un analog topologic al proprietății unei mulțimi de a fi finită (Această analogie aparent nu a fost niciodată oficializată ) Se spune că un spațiu topologic este compact dacă orice acoperire a acestuia cu mulțimi deschise conține o parte finită care este, de asemenea, o acoperire Coperțile care fac parte dintr-o anumită copertă se numesc subcoperți Astfel, un spațiu topologic este compact dacă o subacoperire finită poate fi distinsă de oricare dintre acoperirile sale deschise Capitolul Proprietăţi topologice A Orice spațiu finit și orice spațiu antidiscret sunt compacte Î Ce spații discrete sunt compacte? Fie Q| cnr sunt structuri topologice din mulțimea X ) Compactitatea spațiului (X, Ir) implică compactitatea spațiului (X, Pi)? ) Și invers? C Linia dreaptă K nu este compactă D Un spațiu X este necompact dacă capacul său deschis există fără nicio subacoperire finită Săgeata este compactă? Iar spatiul II? m,? Observații terminologice Inițial, următoarea proprietate mai slabă a fost numită compactitate: din orice capac deschis numărabil, se poate evidenția o subcopertă finită E Pentru spațiile care satisfac cea de-a doua axiomă a numărabilității, definiția originală este echivalentă cu cea modernă Conceptul modern de compactitate a fost introdus de către matematicienii sovietici P S Aleksandrov ( - ) și P S Uryson ( - ) propunând pentru acesta termenul de bicompacitate Conceptul introdus s-a dovedit a fi atât de reușit încât practic l-a înlocuit pe cel vechi și chiar și-a luat numele (uneori termenul de bicompacitate este încă folosit - în principal de topologii școlii Alexandrov) O altă abatere de la terminologie vine de la Bourbaki: noi nu includem Hausdorffness în definiția compactității, dar Bourbaki o face Conform definiției noastre, spațiul KT este compact, în timp ce după Bourbaki nu este compact Compactitate în limbajul seturilor închise Se spune că o colecție de submulțimi ale unei mulțimi este centrată dacă intersecția oricărei colecții finite de mulțimi din această colecție este nevidă F O mulțime £ de submulțimi ale unei mulțimi X este centrată dacă nu conține o parte finită Ei astfel încât complementele mulțimilor incluse în Ei acoperă X G Un spațiu topologic este compact dacă orice colecție centrată a mulțimilor sale închise are o intersecție nevidă Seturi compacte Când se spune că o mulțime este compactă, înseamnă întotdeauna că această mulțime se află într-un spațiu topologic (în care, trebuie să fie clar din context) și că, fiind înzestrată cu topologia indusă, este un spațiu compact § Compactitate H O submulțime a unui spațiu topologic este compactă dacă, din oricare dintre acoperirile sale de mulțimi deschise în X, se poate evidenția o subacoperire finită Este setul [ ; ) Cu K? , Este același set [ ; ) compact în săgeată? Găsiți o condiție necesară și suficientă pentru compactitatea unei mulțimi într-o săgeată, formulată în termeni non-topologici Demonstrați că orice submulțime a spațiului Ith r este compactă Fie A și B submulțimi compacte ale spațiului X ) Este adevărat că mulțimea A U B este compactă? ) Este adevărat că mulțimea A P B este compactă? Demonstrați că mulțimea A = { } U { -£ R este compactă compactitate și izolare Este compactitatea ereditară? J Un subset închis al unui spațiu compact este compact K O submulțime compactă a unui spațiu Hausdorff este închisă L Lema la K, dar nu numai Dacă A este o submulțime compactă a unui spațiu Hausdorff X ub este un punct al acestui spațiu care nu se află în A, atunci există mulțimi deschise U,V ⊂ X astfel încât b&V, AC U uU Г\V = Construiți o submulțime compactă neînchisă a unui spațiu Care este numărul minim de puncte necesare pentru asta? Intersecția oricărei familii de submulțimi compacte ale unui spațiu Hausdorff este compactă (Comparați ) Fie X un spațiu Hausdorff, {Ka}ael o familie de submulțimi compacte, U o mulțime deschisă care conține Pae l Ka Atunci U 'E Pae l PENTRU ceva A C A finit Dacă {Kn} este o succesiune descrescătoare de submulțimi conexe compacte nevide ale unui spațiu Hausdorff, atunci intersecția Π^?=i Kn este nevide și conexă Axiome de compactitate și separabilitate M Un spațiu compact Hausdorff este obișnuit N Un spațiu Hausdorff compact este normal Compactitate în spațiul euclidian Segmentul I este compact Amintiți-vă că un cub n-dimensional este o mulțime Іп = {х & Rn I xt & [ ; ] pentru r = , ,n} R Cube IP este compact Î O submulțime compactă a unui spațiu metric este mărginită Dar Capitolul Proprietăţi topologice Astfel, conform K și Q, submulțimile compacte ale unui spațiu metric sunt închise și mărginite R Construiți o submulțime mărginită închisă a unui spațiu metric care nu este compact Sunt spațiile metrice din problema ^ Un compact? S O submulțime a unui spațiu euclidian este compactă dacă este închisă și mărginită Care dintre următoarele mulţimi sunt compacte: ) [ ; ); ) raza R+ = {x gR | x JsO}; ) S ; ) Sn; ) hiperboloid cu o singură foaie; ) elipsoid; ) [ ; ] P Q? Matricea (ay), i ~ , , n, j - , , k, cu elemente reale poate fi considerată ca un punct în spațiul Rnfc, numerotându-și elementele cu numere de la la nk în într-un fel (de exemplu, lexicografic) Astfel, mulțimea Mat(nxfc,R) a tuturor acestor matrici este identificată cu Rnfe și dotată cu o topologie (A se vedea § ) Care dintre următoarele submulțimi ale spațiului Mat(nxn,R) sunt compacte: ) GL(n) = {А g Mat(nxn,R) | det A }; ) SL(n) = {A G Mat(nxn,R) | det A = }; ) O(n) = {A £ Mat(nxn,R) | A este o matrice ortogonală}; ) {A G Mat(nXn,R) | A = E} (aici E este matricea de identitate)? Compactitate și mapări continue T Imaginea continuă a unui spațiu compact este compactă (cu alte cuvinte, dacă X este un spațiu compact, f: X -> Y este o mapare continuă, atunci mulțimea f(X) este compactă) U Pe o mulțime compactă, fiecare funcție continuă este mărginită și își atinge valorile maxime și minime {cu alte cuvinte, dacă f: X K este o funcție continuă și X este compactă, atunci există a, b & X astfel că f(a) f{x ) f(b) pentru orice x & X) {Comparaţie T și S ) Dacă funcția /: I -► R este continuă, atunci /(/) este un segment închis Fie A o submulțime a lui Rn Demonstrați că A este compact dacă fiecare funcție continuă pe A este mărginită Demonstrați că dacă F este închis și K este o submulțime compactă a unui spațiu metric care nu se intersectează cu acesta, atunci p(F, K) > Orice mulțime deschisă care conține o submulțime compactă A a unui spațiu metric X conține o vecinătate s a lui A pentru ceva E > Dacă A este o submulțime conexă închisă a spațiului Rn și V este vecinătatea sa închisă s, atunci mulțimea V este conectată pe cale Demonstrați că dacă într-un spațiu metric compact închiderea oricărei bile deschise este o bilă închisă cu același centru și aceeași rază, atunci orice bilă din acest spațiu este conectată Fie X un spațiu metric compact și f: X -> X o mapare astfel încât p(f(x), f(y)) y Atunci harta f are un punct fix, iar un astfel de punct este unic (Reamintim că un punct fix al lui f este un punct x astfel încât /(x) = x ) Pentru orice acoperire a unui spațiu metric compact prin mulțimi deschise, există un număr r > astfel încât orice bilă deschisă cu raza r este conținută în cel puțin un element al capacului § compactitatea Lema lui V Lebesgue Fie f:X->Y o mapare continuă a unui spațiu metric compact X într-un spațiu topologic Y și Γ o acoperire deschisă a spațiului Y Atunci există un număr > astfel încât imaginea f(A) a orice set ACX cu diametrul mai mic de este conținut în unele elemente de acoperire G Mapări închise O mapare continuă se numește închisă dacă imaginile seturilor închise sunt închise - O bijecție continuă este un homeomorfism dacă este o mapare închisă W Orice hartă continuă de la un spațiu compact la un spațiu Hausdorff este închisă Există două corolare importante ale acestei teoreme X O bijecție continuă a unui spațiu compact pe un spațiu Hausdorff este un homeomorfism Y O injectare continuă a unui spațiu compact într-un spațiu Hausdorff este o încorporare topologică Arătați că în teorema X niciuna dintre cele patru condiții nu poate fi eliminată fără a greși afirmația Există o mulțime necompactă în spațiul euclidian, astfel încât oricare dintre hărțile sale continue către spațiul Hausdorff să fie închisă? (A se vedea afirmațiile U și IV ) Restricția unei mapări închise la un subset închis este ea însăși o mapare închisă Fie maparea f: X -" Y continuă, KcX o mulțime compactă și spațiul Y Hausdorff Să presupunem că restricția /|k este o mapare injectivă și pentru orice punct a K există o vecinătate Ua astfel încât restricţia f\ua este injectivă Demonstrați că mulțimea K are o vecinătate U astfel încât restricția f\y este o hartă injectivă , x Norme în R" h Demonstrați că orice normă IRn -> IR este o funcție continuă h Demonstrați că oricare două norme din IRn sunt echivalente (adică definesc aceeași topologie) Vezi - , cf fZI IX Este adevărată afirmația problemei anterioare pentru metrici din IRn? Ei Inducerea compactității Se spune că o funcție f \ X -* R este mărginită local dacă pentru fiecare punct a ∈ X există o vecinătate U a acestuia și un număr M > astfel încât |/(x)| M pentru x (E U (adică, dacă fiecare punct al spațiului X are o vecinătate, restricția funcției f la care este mărginită) h Dacă spațiul X este compact și funcția /: X -► R este mărginită local, atunci este mărginită Această afirmație este cea mai simplă aplicare a principiului general enunțat mai jos ( x), care poate fi numită inducție asupra compactității Capitolul Proprietăţi topologice Fie X un spațiu topologic și £ o proprietate a submulțimii sale Numim £ aditiv dacă uniunea oricărei colecții finite de mulțimi cu proprietatea are și proprietatea £ Spunem că X local are proprietatea £ dacă oricare dintre punctele sale are o vecinătate cu această proprietate h Demonstrați că un spațiu compact care are la nivel local o proprietate aditivă are și această proprietate x Utilizați acest principiu pentru a obține afirmațiile Q, M și N § Compactitatea secvenţială Compactitate și compactitate secvențială Se spune că un spațiu topologic este compact secvențial dacă orice succesiune a punctelor sale conține o subsecvență convergentă A Un spațiu compact care satisface prima axiomă de numărare este secvenţial compact Un punct b se numește punct de acumulare al unei mulțimi A dacă oricare dintre vecinătățile sale conține un număr infinit de puncte din această mulțime A Într-un spațiu care satisface prima axiomă a separabilității, conceptele de punct de acumulare și de punct limită coincid A Într-un spațiu compact, fiecare set infinit are un punct de acumulare A Deduceți teorema A din A B Un spațiu secvenţial compact cu o bază numărabilă este compact C Fiecare succesiune descrescătoare de mulțimi închise nevide ale unui spațiu secvenţial compact are o intersecţie nevide Î Fiecare succesiune descrescătoare de mulțimi închise nevide are o intersecție nevidă dacă fiecare colecție numărabilă centrată de mulțimi închise are o intersecție nevide V Z Deduceți teorema B din B și B S Pentru spațiile cu bază numărabilă, compactitatea și compactitatea secvențială sunt echivalente Compactitate secvenţială în spaţii metrice O submulțime A a unui spațiu metric X se numește e-net (e este un număr real pozitiv) dacă p(x, A) are o E-net finită § Compactitatea secvenţială E Orice spațiu metric secvenţial compact pentru orice E > are un £-net finit F Un subset al unui spațiu metric este dens peste tot dacă este o net £ pentru orice £ > G Fiecare spațiu metric secvenţial compact este separabil N Fiecare spațiu metric secvenţial compact are o bază numărabilă Pentru spațiile metrice, compactitatea și compactitatea secvențială sunt echivalente Orice spațiu metric secvenţial compact este mărginit (Compară Eu și ) În orice spațiu metric, pentru orice e > , există: ) rețea electronică discretă și chiar ) o astfel de rețea electronică că distanța dintre oricare două dintre punctele sale este de cel puțin e Compactitate și completitudine O secvență {xn}n n de puncte dintr-un spațiu metric se numește șir Cauchy și se spune că converge în sine dacă, pentru orice t > , există un număr N astfel încât p(xn, xm) N J Orice succesiune care converge în sine și conține o subsecvență convergentă converge Un spațiu metric se numește complet dacă fiecare secvență Cauchy are o limită K Un spațiu metric este complet dacă orice succesiune descrescătoare a bilelor sale închise cu raze care tind spre zero are o intersecție nevidă L Un spațiu metric compact este complet M Un spațiu metric complet este compact dacă, pentru orice £ > , conține o rețea £ finită N Un spațiu metric complet este compact dacă, pentru orice £ > , conține un s-net compact , x Necompacitatea bilelor cu dimensiuni infinite Notăm cu £°° mulțimea tuturor secvențelor mărginite de numere reale Este un spațiu vectorial în ceea ce privește operațiile pe componente Are o normă naturală ||rc|| = sup{|xn| | n N} , x Bilele închise ale spațiului £°° sunt compacte? Dar sferele? , x Este setul {o: € £°° | |tp| si ~p,p € N}? , x Demonstrați că mulțimea {xEt°° | |a?n| = n,neN} este homeomorf la mulțimea Cantor K introdusă în § x\ Există un spațiu normat cu dimensiuni infinite în care bilele închise sunt compacte? Capitolul Proprietăţi topologice , x numere p-adice Fixăm un număr prim p Seria formală a formei ao * aer * • • • * LpRp * • • •, an K și se notează cu supp f , x Fie X un spațiu topologic, iar familia de funcții continue fa - X -► R, a ∈ A, fie astfel încât suporturile supp(/a) să formeze o acoperire local finită a spațiului X Atunci formula / (g) \u d -M *) o £ L definește o funcție continuă /: X -► R O familie de funcții nenegative fa\ X R+ se numește partiție de unitate dacă mulțimile supp(/a) constituie o acoperire local finită a spațiului X și relația Ș fa(x) - - aL Spunem că o partiție a unității {/"} este supusă acoperirii {Γ} dacă fiecare supliment de suport(/a) este conținut într-un element al capacului {Γ} Yx Pentru fiecare spațiu normal și fiecare acoperire deschisă local finită a acestuia, există o partiție de unitate subordonată acestuia ora Fie X un spațiu Hausdorff Dacă pentru fiecare dintre acoperirile sale deschise există o partiție de unitate subordonată acesteia, atunci spațiul X este paracompact Informație Un spațiu Hausdorff este paracompact dacă, pentru fiecare acoperire deschisă a acestuia, există o partiție de unitate subordonată acestuia , x Aplicație: alcătuirea bucăților de cuibărit IX Fie X un spațiu topologic și fie X un capac deschis X Dacă pentru fiecare i mulţimea Ui poate fi încorporată în Rn, atunci spaţiul X poate fi încorporat în Rfc(n+ ) IX Fie hi: Ui -> Rn, i - , ,k, să fie înglobări și să fie fi hărți X -> -> R formează o partiție de unitate supusă acoperirii {Tr} Să punem hi(x) = (/іі(х), ) Rn t Arătați că maparea X -► Rfc(n+ ): x b -► este o încorporare h Mister Cum poți generaliza afirmația x? Dovezi și comentarii Dovezi și comentarii A O mulţime A este deschisă şi închisă dacă mulţimile A şi X x A sunt deschise dacă A şi X x A sunt închise V Este suficient să dovedim următoarea afirmație formal mai slabă Un spațiu în care există un set dens conectat peste tot este el însuși conectat (Vezi ) Fie X un spațiu și A o submulțime densă conectată peste tot a acestuia Fie X = UUV, unde mulțimile U și V sunt deschise și nu se intersectează Să demonstrăm că unul dintre aceste seturi este gol Seturile YnA și VPA nu se intersectează și sunt deschise în A, prin urmare A \u d X P A \u d (UUV) P A \u d (U P A) U (V P A) Deoarece A este conectat, unul dintre seturile de partiții, de exemplu, U C A, este gol Atunci mulțimea U este de asemenea goală, deoarece A este peste tot dens (vezi M) C Pentru a simplifica notația, punem X = (JA Ax În virtutea teoremei A, este suficient să demonstrăm că dacă U și V sunt mulțimi deschise care alcătuiesc o partiție a lui X, atunci fie U = sau V = Pentru fiecare A € A, deoarece mulţimea Aa este legată prin presupunere, fie Ax ⊂ U, fie Ax QV (vezi ) Fixăm unele Ao ∈ A Pentru certitudine, presupunem că Ao c U Deoarece fiecare dintre mulțimile Ax intersectează Aao, apoi toate se află în U, deci niciunul dintre ele nu intersectează V, deci V = VnX = Vn|JAA = U(V P Aa) = x x E Aplicați teorema C familiei {Ax U AAo}AeL, care constă din mulțimi conectate (în virtutea punctului D) (Sau repetați doar demonstrația teoremei C ) F Folosiți argumentul de la C și pentru a demonstra că Ak c U pentru toate k & Z, aplicați metoda inducției matematice G Evident, de vreme ce uniunea tuturor multimilor conexe continand un punct dat este, in primul rand, legata in virtutea lui C, iar, in al doilea rand, maxima H Fie A și B componente conectate Să presupunem că А П В În virtutea lui D, mulțimea А U В este conexă Deoarece componenta este cea mai mare mulțime conectată care conține un punct, atunci A E A U B C C B, deci A = A U B = B I =>І Acest lucru este evident, deoarece componenta este conectată eu І Fie X = UUV, unde mulțimile U și V sunt deschise, nevide și disjunse Fie f(x) = - pentru x&U și f(x) = pentru x&V Maparea f: XS° este continuă și surjectivă, nu-i așa? | I Aceasta este exact afirmația din I S x /(^) este de asemenea un homeomorfism, ceea ce este imposibil, deoarece prima mulțime este deconectată, iar a doua este conectat, deoarece este homeomorf la un interval F La fel ca - - -A Deoarece coperta {[ ; |], [~; ] | segmentul [ ; ] este fundamentală, atunci continuitatea restricțiilor mapării la fiecare element al acoperirii implică continuitatea acestei cartografii în sine B Dacă x, y € I, atunci II: t n-> (l - t) x + ty este calea care leagă punctul X de punctul y C Dacă x, y ∈ Rn, atunci maparea și: [ ; ] -> Rn : u(t) = ( - t)x + ty există o cale care leagă punctul x de punctul y D Folosiți R și C-S al -lea Utilizați Rn Q F Fie x și y puncte din uniunea luată în considerare și fie A și B mulțimi din colecția dată care conține punctele x și y Dacă A = B, atunci nu există nimic de demonstrat Dacă x & A, y & B, z A A B și u este calea de la x la z și v este calea de la z la y, atunci calea uv conectează x la y G Luați în considerare uniunea tuturor mulțimilor conectate pe cale care conțin punctul dat și utilizați -F N Analog H, în loc de D folosiți -F I =>І Urmează direct din definiție I I Aceasta este afirmația lui -M I I Dacă y x, atunci există două vecinătăți care nu se intersectează Ux și Vy în spațiu Prin urmare, y CIUx, deci y Γ)( ea CI U I b Fie U și V vecinătăți disjunse ale punctelor a și, respectiv, b Pentru numere suficient de mari n obținem acel xnEU ⊂ V, care nu poate fi E Vecinătatea unui punct din spațiul KT are forma U = K x {xx, ,xN}, unde presupunem că xr xN F Fie X un spațiu, AcX subspațiu, iar punctele x, y & A să fie distincte Deoarece X este Hausdorff, punctele x, y au vecinătăți care nu se intersectează U și V Atunci BnAuVPA sunt vecinătăți care nu se intersectează ale punctelor x și y din A (Amintiți-vă definiția topologiei relative!) G ) => ) Fie x & X Fiecare punct y e X x x are o vecinătate U care nu conţine punctul x, adică U cX\ m În consecință, fiecare punct al mulțimii X x x este intern, deci mulțimea X \ x este deschisă, iar complementul său {x} este închis ) => ) Deoarece toate submulțimile de un punct ale lui X sunt închise, x, y X și x > A y, atunci X \ x este o vecinătate a punctului y care nu conține punctul x Astfel, axioma T\ este satisfăcută ) => ) Dacă toate submulțimile cu un punct sunt închise în X, atunci toate mulțimile finite sunt de asemenea închise (ca uniuni finite ale celor cu un punct) ) => ) Evident N Comparați și G Dovezi și comentarii Meciul A și J În spațiul KT , fiecare punct este închis, ceea ce înseamnă că D are loc, dar în el se intersectează oricare două vecinătăți (mulțimi deschise nevide), astfel încât T nu are loc K Modificați demonstrația lui F sau folosiți Teorema G N ) => ) Deoarece spațiul X satisface axioma lui Kolmogorov, pentru oricare două puncte x și y cel puțin unul nu se află în închiderea celuilalt ) => ) Fie C {a;}C {m/} Presupunem, pentru certitudine, că z C {a;} și z C {m/} Atunci există o vecinătate U a punctului z care nu conține punctul y Pe de altă parte, x € U, deci am găsit o vecinătate a lui x care nu conține y I => I Evident [ І Vezi R Eu Demonstrați că C Br(x) ⊂ B r(x) și folosiți S Utilizați definiția normalității aplicată unui punct și unei mulțimi închise T G^I Vezi S Vezi U Fie A și B submulțimi închise ale unui spațiu metric Atunci AcU = {х X | p(x, A) > p(x, B)} Seturile U și V sunt deschise (datorită L) și nu se intersectează Vx I Setăm U± = X \B Deoarece spațiul X este normal, există o vecinătate Uo E A astfel încât CIUo C ID Fie D/ o vecinătate a mulțimii CIUo astfel încât CIU / C ID Continuând construcția, obținem mulțimea necesară {Вр}р Л Vx Fie f(x) = inf{A € A | x & C SD} Este ușor de observat că funcția f este continuă Wx Modificați ușor demonstrația de , x utilizând Lema a lui Urysohn Vx în loc de , x Capitolul Proprietăţi topologice A Întrucât, sub corespondența bijectivă a mulțimii inițiale cu submulțimea N, submulțimea acestei mulțimi trece și în submulțimea N B Alegem câte un punct în fiecare imagine inversă nevidă a unui punct Obținem o submulțime a mulțimii inițiale (care este numărabilă în virtutea A), care este în corespondență bijectivă cu imaginea mulțimii inițiale P ) Veniți cu un algoritm (sau chiar o formulă explicită!) pentru a enumera elementele mulțimii nr D Utilizați S E Deduceți această afirmație din - - F Să considerăm o mulțime a cărei intersecție cu fiecare mulțime a unei baze numărabile constă dintr-un punct G După cum se știe, intersecția mulțimilor de baze cu o anumită submulțime formează baza topologiei induse pe această submulțime N Arătați că dacă mulțimea A = {xn}^=| este densă peste tot, atunci mulțimea {Br(m) I x € A, r e Q, r > } este o bază numărabilă a spațiului X (Folosiți teoremele - și A pentru a arăta că aceasta este o bază , și D că este numărabil ) J În spațiile metrice, separabilitatea este echivalentă cu cea de-a doua axiomă a numărabilității, care este ereditară (vezi și G ) K În virtutea J și H, este suficient să indicați o submulțime peste tot densă în Rn, care este a, atunci a este punctul de contact al mulțimii A S Lasă aeCIA Fie {Cn}n N o bază de vecinătate descrescătoare la a (vezi ) Pentru fiecare n există xn b Trebuie să demonstrăm că f(an) -> f(b) Se consideră o vecinătate V ~ ~ Y a punctului f(b) Deoarece maparea f este continuă, mulțimea / (V) ⊂ X Dovezi și comentarii este o vecinătate a punctului b Deoarece an b, rezultă că an f (V) pentru n > N În consecință, f(an) V pentru tot n > N, ceea ce trebuia demonstrat U Fie f: X -> Y o mapare continuă secvenţial, A o mulţime închisă secvenţial, xn e / (A) şi xn -> a Deoarece maparea este secvențial continuă, rezultă că f(xn) -> f(a) şi deoarece mulţimea A este închisă secvenţial, atunci /(a) ∈ A, deci a / (A), astfel, mulţimea / (A) este închisă secvenţial V Este suficient să verificăm că pentru orice mulţime închisă F c C Y este închisă şi imaginea sa inversă / (F) C X, adică că C (/''(F)) ~ / (F) Fie a și C (/ (F)) Deoarece X satisface prima axiomă a numărabilității, atunci există o secvență xn e / (F) astfel încât xn a, deci /(a;n) -> /(a) datorită continuității secvențiale a lui f Deoarece F este închis, atunci /(a) F, deci un € f (F) wx Rețineți că mulțimea tuturor secvențelor constând din zerouri și unu este de nenumărat! Prin urmare, primul impuls de a considera secvențe formate din numere raționale duce la o mulțime nenumărabilă Mulțimea dorită este formată din astfel de secvențe x = {x,}, xt e N pentru niște N Folosiți faptul că dacă seria Ș xi converge, atunci pentru fiecare t > există un astfel de k că x'{ | Fie Γ = {Ua} o acoperire a lui A prin mulțimi deschise în spațiul X Deoarece A este o mulțime compactă, din acoperirea sa cu mulțimile Ar\Ua putem evidenția o subacoperire finită {APS ai}"= , de unde rezultă că mulţimile {Uai} formează subcopertă finită a acoperirii originale Г I I În virtutea lui Q, submulțimea compactă a lui Rn este mărginită, în virtutea lui K, este închisă | I Evident eu x , atunci x € Fn pentru tot n e N B Dacă {Ffc} este o secvență centrată de mulțimi închise, atunci Hn = Π£= Fk este o secvență încorporată de mulțimi închise V Z Prin teorema lui Lindelöf M, este suficient să luăm în considerare acoperirile numărabile {C P} Dacă niciun set finit de mulțimi din această acoperire nu este el însuși o acoperire, atunci mulțimile Fn = X x Un formează un sistem centrat de mulțimi închise C Urmeaza de la B si A D Să reformulam definiția unei rețele electronice: A este o rețea electronică dacă {Be(a:)} ; A este o acoperire a lui X Acum dovada este evidentă E Noi argumentăm contrariul Dacă nu există o rețea electronică, atunci există un punct xk astfel încât p(Xi, xk) r, r = , , k - Ca rezultat, obținem o succesiune, distanța dintre oricare două ale căror membri nu este mai mic decât e, deci nu are subsecvențe convergente F I => I Evident: fiecare bilă deschisă a unui spațiu metric este un set deschis în ea | m și p(xt, a) I Evident eu n astfel încât p(xn, xm) n Continuând construcția, obținem o succesiune de bile imbricate t > (a; n ) e t > / (xn ) e • • •, pentru al căror singur punct comun x este adevărat că xn -> x L Fie {xn} o succesiune fundamentală de puncte într-un spațiu metric compact Deoarece este, de asemenea, secvențial compact, atunci unele dintre subsecvențele sale sunt convergente și apoi și secvența originală converge M I =>| Fiecare spațiu metric compact are o E-net finită [ există o E-net finită în spațiu și arătați că acest spațiu este secvenţial compact Considerăm o secvență arbitrară {a;n} Să notăm cu An o rețea - finită a spațiului X Deoarece X = nA x), există o bilă care conține infinit de membri ai șirului; fie xn primul dintre ei Din restul termenilor aflați în prima minge alegem xn , primul dintre termenii Bi/ (x) care se află în minge, x e A Continuând construcția, obținem subsecvența {xPk} Arată că este fundamental Deoarece, prin presupunere, spațiul este complet, succesiunea construită are o limită Astfel, am demonstrat că spațiul este secvenţial compact, deci este și compact N I | Rezultă din declarația anterioară, deoarece £ £ Rețeaua pentru network este rețeaua s a întregului spațiu Ah Cu siguranță nu ereditar Exemplu: Q cu K În Fie U un cartier cu închidere compactă Deoarece F este o mulțime închisă, rezultă că CIf (U ⊂ F) = CC ⊂ F este închisă în X și, prin urmare, este compactă ca o submulțime închisă a mulțimii compacte CC Sch Nu, nu este adevărat Fie X să nu fie compact local (de exemplu, X = Q) Punem X* = XU {x,}, Q* = {A-*} U Q Spațiul X* este compact și, prin urmare, local compact, & X este submulțimea sa deschisă, care, totuși, nu este un compact local spaţiu Dovezi și comentarii Dx Să considerăm o vecinătate arbitrară W a unui punct x din spațiu Fie Uo o vecinătate a punctului x care are o închidere compactă Deoarece spațiul este Hausdorff, atunci {x} = П(;et CI U, prin urmare, {x} = A(;et (С Uo P СШ) Fiecare dintre mulțimile CI Uo П CI U este compactă, prin urmare, prin în virtutea lui , există cartiere Ult ,Un astfel încât СІО ПУИ П n CWn C W Fie V = Uo ПU± П ПUn Atunci CIV C W cartier Până la spațiul este regulat Ex Fie o mulțime V deschisă într-un spațiu X local compact Hausdorff și fie V ∈ V Fie U o vecinătate a punctului x astfel încât CW este o mulțime compactă În virtutea Dx și punctul x are o vecinătate W astfel încât CI W c U ⊂ V Astfel C V W = CI W este o mulțime compactă, deci V este un spațiu compact local FX [="] Evident | y* o extensie a mapării /: X -> Y Să se demonstreze că dacă F este închis în X, atunci FU {*} este închis în Y, și deci compact în X* Apoi, utilizați instrucțiunile Nx, W și x -Rx O injectare adecvată a unui spațiu Hausdorff într-un spațiu Hausdorff compact local este o încorporare topologică O bijecție adecvată a unui spațiu Hausdorff într-un spațiu Hausdorff compact local este un homeomorfism Qx Fie Γ o acoperire local finită Să considerăm, de asemenea, o acoperire A a spațiului X prin vecinătăți, fiecare dintre acestea se intersectează cu un număr finit de elemente ale acoperirii Γ Deoarece X este compact, se poate evidenția o subacoperire finită Δ' din A Deoarece fiecare dintre vecinătățile incluse în M' intersectează doar un număr finit de mulțimi din acoperirea Γ, există doar un număr finit de mulțimi în Γ Rx Acoperirea lui Rn de bile Bn( ), n ∈ N Sx Utilizați o acoperire local finită de Rn cu cuburi deschise egale Th mier h Ux Evident Vx Aceasta este exact afirmația lui Sx Wx Fie Γ o acoperire deschisă a lui X Deoarece fiecare dintre mulțimile Kr = Xi x IntXj-j este compactă, Γ conține o subacoperire finită a lui Γ, mulțimea Ki Mai mult decât atât, mulțimile TY = IntXl+ x X, K, formează o acoperire deschisă local finită a lui X Considerând (pentru fiecare r) intersecțiile elementelor învelișului I\ cu Wit, se obține o acoperire local finită învelitoare înscrisă în Γ Xx Folosind x, construiți o familie Ui de mulțimi deschise astfel încât pentru fiecare i închiderea lui X, = CW, să fie compactă și să fie conținută în Ui+ ⊂ C IntXi+ Rămâne să folosim Propunerea Wx Yx Luați în considerare acoperirea Γ = [[/,/} Prin , x, există un capac deschis A = {Va} astfel încât C Va ⊂ Ua pentru fiecare a Fie X: (țx,y) >-> x și pіy: X xY Y: Іх y) y se numesc proiecţii B Demonstrați că px'(A) = A x Y pentru orice mulțime A C X Scrieți o formulă similară pentru B C Y Grafice Fiecărei mapări f: X -> Y putem asocia o submulțime Γ/ = {(^/(n)) I x £ X} cu X x Y, numită graficul mapării f C O mulțime Γ cu X x Y este graficul unei mapări f: X -> Y, dacă pentru orice x ∈ X intersecția lui Γ cu x x Y constă dintr-un singur punct Capitolul Construcţii topologice Demonstrați că pentru orice mapare f: X -> Y și orice mulțimi A ⊂ X și B CS sunt valabile următoarele formule: / (A) \u d rx (Gu P (A x Y)) \u d rx (Gu P pr- (A)), U (V) = rx (Gu P (X x V)) Mulțimea D = {(x, x) | x GX} se numește diagonala produsului X x X Fie A, B C X Demonstrați că (A x B) P D = dacă A P B = Demonstraţi că maparea pr ^ |r este bijectivă Demonstrați că maparea f este injectivă dacă maparea pxy |p^ este injectivă Luați în considerare maparea T: X xY -> Y x X: (x, y) t -> (y, x) Demonstrați că Ty-i = T(Tf) pentru orice hartă inversabilă f: X -> Y Înmulțirea topologiei Fie X și Y spații topologice O mulțime de forma U x V ⊂ C X x Y, unde U este deschis în X și V este deschis în Y, se numește elementară D O colecție de mulțimi elementare este baza unei topologii în X xY Produsul spațiilor topologice X și Y este o mulțime X x Y cu o topologie bazată pe o mulțime de mulțimi elementare Pentru orice subspații A și B ale spațiilor X și Y, topologia produsului A X B coincide cu topologia indusă de incluziunea naturală ip: A x B -> X x Y E Produsul X x Y este canonic homeomorf cu Y x X Cuvintele "homeomorfism canonic" înseamnă că nu numai că există un homeomorfism aleatoriu, ci și un homeomorfism minunat (evident?) care are proprietăți suplimentare frumoase F Produsul (X x Y) x Z este canonic homeomorf la X x (Y x Z) Dacă o mulțime A este închisă în X și B este închisă în Y, atunci A X B este închisă în XX Y Demonstrați că orice A C X și B C Y satisface C (A X B) = C A x C B Este adevărat că Int(A x B) = Int A x IntB? Este adevărat că Fr(A x B) = Fr A x FrB? Este adevărat că Fr(A x B) = (Fr A x B) U (A x Fr B)? Este adevărat că dacă A și B sunt închise, atunci Fr(A x B) = (Fr A x B) U (A x Fr B)? - Găsiți o formulă care exprimă Fr(A x B) în termeni de A, B, Fr A și FrB Proprietăți topologice ale proiecțiilor și straturilor G Pentru orice spații topologice X uY proiecțiile naturale prx : X x YX și prx : X x Y -> Y sunt mapări continue N Topologia produsului este cea mai brută dintre topologiile din X x Y în raport cu care mapările prx și pry sunt continue § Înmulțirea Fibrele produsului sunt homeomorfe canonic față de factorii corespunzători Restricțiile proiecțiilor servesc ca homeomorfisme canonice J Demonstrați că IR x IR = IR , (R ) = IRn, (/)n = r (Reamintim că Ip este un cub n-dimensional) Fie Sx și Sy bazele spațiilor X și Y Demonstrați că mulțimile U x V cu UG Sx și V € Sy formează baza spațiului X x Y Demonstrați că maparea /: X -" Y este continuă, dacă px este un homeomorfism Demonstrați că dacă W este deschis în X x Y, atunci mulțimea px(x) este deschisă în X O mapare X -> Y se numește deschisă (închisă) dacă imaginea oricărui set deschis (închis) este deschisă (respectiv, închisă) Astfel, conform , o proiecție este o mapare deschisă Este pr^ o mapare închisă? Demonstrați că pentru orice spațiu X și spațiu compact Y harta pr^ este închisă Înmulțirea mapărilor Să considerăm mulțimile XY și Z Maparea f: Z -> X x Y determină compozițiile Δ = prxo/: ZX și f = prYof: ZY, care se numesc mapări de coordonate pentru f Este clar că harta f în sine poate fi recuperată de la L și D K Demonstrați că pentru orice mapări fr: ZX și f : Z ⩽ Y există una și o singură mapare f: Z Xx Y cu prxo/ = D și prYof = f Demonstrați că /" (A x B) - /, ' (A) P (B) pentru orice mulțime A C X și B C Y L Fie XY și Z spații topologice Demonstrați că maparea f: Z - + XxY este continuă dacă D și / - Pentru orice mapări g±: X± Y și g : X -> Y , se poate defini maparea dі x q : X± x X -> Y x Y : (^(a^),q (x )), care se numește produsul mapărilor g și g Demonstrați că (qi x g )(Ai x A ) = qi(Ai) x q (A ) pentru orice Ai C Xi și a cu x Demonstrați că ( R este o funcție continuă (în raport cu topologia definită de această metrică) Se consideră maparea /: X -> Y Demonstrați că graficul său Гj coincide cu imaginea inversă a diagonalei Dy = {(?/, /) | y € V} C Y x Y sub maparea f x idy : Capitolul Construcţii topologice Proprietățile diagonalei și ale altor grafice Demonstrați că un spațiu X este Hausdorff dacă diagonala D este o mulțime închisă în X x X Fie spațiul Y Hausdorff și fie harta f: X -> Y continuă Demonstrați că mulțimea Гf este închisă Fie spațiul Y compact și mulțimea f(x) Гf este închis Demonstrați că maparea f este continuă Dar La Este condiția de compactitate esențială în problemă Fie /: I -> I o funcție continuă Demonstrați că graficul său: ) este închis în R ; ) conectat; ) conectate liniar; ) conectat local; ) este compact local Luați în considerare următoarele funcții R -> R: pentru x = , ( pentru x = , ) i | N i -, la x? £; I păcat -, la x Care dintre proprietățile enumerate la au graficele lor? Qnepyex face din oricare dintre proprietățile menționate în continuitatea funcției originale? Să presupunem că graficul Gu este o mulțime închisă Atunci următoarele afirmații sunt echivalente: ) f este continuă; ) f este mărginit local; ) graficul Гf este conexat; ) graficul Гf este conex liniar * Demonstrați că dacă Y este o mulțime conexă și conexă local, atunci funcția f este continuă Demonstrați că dacă graficul Γ y este conex și local compact, atunci funcția f este continuă Este vreuna dintre afirmațiile problemelor - adevărată pentru mapările /: R -> R? Proprietățile topologice ale produselor N Produsul spațiilor Hausdorff este Hausdorff Produsul spațiilor regulate este regulat Produsul spațiilor normale nu este neapărat normal Fie Z o linie cu topologie a cărei bază este mulțimea intervalelor de forma [a;b) Demonstrați că Z este un spațiu normal Mulțimea V = {(x, - x) (E x Z} este închisă, iar topologia indusă pe ea este discretă Găsiți două submulțimi disjunse în V care nu au vecinătăți disjunse în IZ x Z , Produsul spațiilor separabile este separabil R Produsul spațiilor care satisface prima axiomă de numărabilitate satisface prima axiomă de numărabilitate § Înmulțirea Q Produsul spațiilor care satisface cea de-a doua axiomă de numărabilitate satisface cea de-a doua axiomă de numărabilitate R Produsul spațiilor metrizabile este metrizabil S Produsul spațiilor conexe este legat Demonstrați că dacă XY sunt spații conexe și A, B sunt submulțimi proprii ale acestora, atunci mulțimea XXY \ A X B este conexă T Produsul spațiilor legate de căi este conectat de căi U Produsul spaţiilor compacte este compact - Demonstrați că produsul spațiilor compacte local este compact local - ■ Demonstrați că dacă spațiul X este paracompact și spațiul Y este compact, atunci XXY este paracompact - Pentru care dintre proprietățile topologice discutate mai sus, faptul că produsul XXY are această proprietate implică că și spațiul X o are? - Fie f: X -> Y o mapare închisă (nu neapărat continuă!) Să presupunem că pentru orice punct din EY pre-imaginea / ! (y) este o submulțime compactă a lui X Demonstrați că dacă Y este compact, atunci X este și compact Reprezentarea spatiilor ca produse V Sunt spaţiile homeomorfe? \ și S' x K? - - Demonstraţi că spaţiul Rn xR* ' este homeomorf lui Sn~k~r X ₽Л+ - Demonstrați că spațiul Sn П {x €ІІп+ + + • • • +xn+ } homeomorf la Sk~ x Z?n k+ Demonstrați că spațiul O(n) al matricelor ortogonale n × n este homeomorf la SO(n) × ( ) Demonstrați că GL(n) este homeomorf cu SL(n) x GL( ) Demonstrează că spațiul GL+(n) = {A G GL(n) | det A > } n(n + ) homeomorf la SO(n) xR Demonstrați că spațiul ( ) este homeomorf la X ( ) Spațiul S x S se numește torus W Introduceți un tor în R Produsul k al factorilor S x x S se numește tor k-dimensional X Încorporați un torus fc-dimensional în Rfe+ Y Introduceți produsele lui S x D , S x S x I și S x I în R Capitolul Construcţii topologice § Factorizarea Digresiune teoretică multimi: partiții și relații de echivalență Reamintim că o partiție a unei mulțimi este acoperirea acesteia de submulțimi disjunse în perechi Fiecare partiție S a unei mulțimi X este asociată cu o relație de echivalență (adică o relație reflexivă, simetrică și tranzitivă): două puncte sunt declarate echivalente dacă aparțin aceluiași element al partiției S Dimpotrivă, cu fiecare relație de echivalență în multimii X, este asociata o partitie a acestei multimi in elemente echivalente de clase Deci, împărțirea unei mulțimi în submulțimi nevide și relațiile de echivalență din ea sunt în esență același lucru, mai precis, acestea sunt două moduri de a descrie un fenomen Fie X o mulțime, S partiția sa Mulțimea ale cărei elemente sunt submulțimile A, care alcătuiesc partiția S, se numește mulțime de factori a mulțimii X de către partiția S și se notează cu X/q (această mulțime se mai numește și mulțime de factori sau mulțime de echivalență clase ale mulţimii X prin relaţia de echivalenţă corespunzătoare) Г Mister Cum este legată această operație de împărțirea numerelor? De ce sunt similare denumirile și denumirile? Maparea X -> X/ q, referindu-se la fiecare punct x & X elementul partiției S care îl conține, se numește mapare de proiecție sau factorizare și se notează cu pr sau prs Subseturile multimii X, compuse din elemente intregi ale partitiei, se numesc saturate Cea mai mică mulțime saturată care conține o submulțime A a lui X se numește saturație a lui A Demonstrați că mulțimea ArX este un element al partiției S a mulțimii X dacă A = pr (punct), unde pr: X -> X/g este proiecția naturală A Demonstraţi că saturaţia lui A este egală cu pr" (pr(A)) B Demonstrați că o mulțime este saturată dacă coincide cu saturația sa La prima vedere, definiția unei mulțimi de factori contrazice unul dintre cele mai fundamentale principii ale teoriei mulțimilor, conform căruia o mulțime este definită de elementele sale Într-adevăr, acest principiu nu lasă nicio îndoială că X/ g = S, deoarece S și X/ g au aceleași elemente Deci se pare că nu este nevoie să introduceți X/g Adevărata semnificație a trecerii de la o partiție la o mulțime de factori nu este în schimbarea sensului literal teoretic al mulțimilor, ci în schimbarea atitudinii noastre față de elementele partiției Atâta timp cât ne amintim că sunt subseturi ale setului original și nu ne deranjează să ne gândim la structura lor internă (cel puțin la elementele lor), vorbim despre partiționare De îndată ce am început să ne gândim la elementele partiției ca particule indivizibile, începem să vorbim despre elementele setului de factori § Factorizarea Topologie factorială Setul de factori X/g al unui spațiu topologic X prin oricare dintre partițiile sale S în submulțimi nevide este dotat cu o topologie naturală: o mulțime U cu X/g este declarată deschisă în X/g dacă pre-imaginea sa pr ( C ) este deschis sub maparea pr: X -> X/g S Dacă S este o partiție a unei mulțimi X și & este o topologie în X, atunci mulțimea {U C X/g I pr (C ) ∈ Q} este într-adevăr o structură topologică în X/g Această structură topologică se numește topologie coeficient, iar mulțimea X/q înzestrată cu ea se numește spațiu coeficient al spațiului X de către partiția S Descrieți explicit spațiul coeficient al segmentului față de partiția S formată din mulțimile [ ; |], (|; |], (|; ] - Ce se poate spune despre partiția S a unui topologic • • • spaţiul X dacă câtul spaţiu X/q este discret? a b c D O mulțime din spațiul coeficient X/g este deschisă dacă este imaginea unui set deschis saturat sub maparea p E O mulțime din spațiul coeficient X/g este închisă dacă imaginea sa prealabilă sub proiecție este închisă în X dacă este imaginea unei mulțimi închise saturate F Proiecția canonică pr: X -> X/ q este o mapare continuă G Demonstrați că topologia coeficientului este cea mai fină topologie din X/g față de care proiecția pr este continuă Proprietățile topologice ale spațiilor de coeficient N Spațiul coeficient al unui spațiu conex este conex Spațiul coeficient al unui spațiu conectat la cale este conectat la cale J Un spațiu coeficient al unui spațiu separabil este separabil K Spațiul coeficient al unui spațiu compact este compact L Spațiul coeficient al unei linii prin împărțirea sa în R+ și \ h nu este Hausdorff M Un spațiu coeficient al unui spațiu topologic X este Hausdorff față de o partiție S dacă oricare două elemente ale acestei partiții au vecinătăți saturate disjunse Formulați în același spirit condițiile necesare și suficiente pentru ca un spațiu de coeficient să satisfacă celelalte axiome de separabilitate și axiomele de numărătoare Construiți un exemplu care să arate că existența unei baze numărabile se poate pierde la trecerea la un spațiu de coeficient Capitolul Construcţii topologice Digresiune teoretică a multimilor: mapări factoriale Fie S o partiție a unei mulțimi X în submulțimi nevide, iar f: X -> -> Y o mapare care este constantă pe fiecare element al partiției S Apoi apare o mapare X/g -> Y, atribuită lui fiecare element A al partiţiei S un element f(A) Această mapare este notată cu f/d și se numește factorul mapării f (în raport cu partiția lui S) N ) Demonstrați că o mapare f: X -> Y este constantă pe fiecare element al partiției S a mulțimii A" dacă o astfel de mapare q' există X/ q -> Y, care este o diagramă comutativă X -> Y rg x/d ) Demonstrați că fiecare astfel de hartă q coincide cu f /g Mai general, dacă S și T sunt partiții ale mulțimilor X și Y, atunci oricărei mapări f: X -> Y care mapează elemente ale partiției S la elemente ale partiției T, îi corespunde o mapare X/g -> Y /ț care se referă la elementul A al partiției S elementul partiției T care conține /(A) Această mapare este notată cu φ/yyΓ) și se numește maparea factorială a mapării f (pe partițiile S și T) Generalizați afirmația problemei N în cazul mapărilor //( , că O mapare arbitrară f: X -> Y definește o partiție a mulțimii X în imagini inverse nevide ale elementelor mulțimii Y Această partiție este notată cu S(/) R Afișează f/gțjy X/gyf} -> Y este injectiv Această mapare se numește factorul injectiv al mapării f Continuitatea mapărilor factorilor Q Dacă X, Y sunt spații topologice, S este o partiție a spațiului X în mulțimi nevide și f: X -> Y este o mapare continuă care este constantă pe fiecare element al partiției S, atunci factorul f / q din f este o mapare continuă T Dacă maparea / este deschisă, atunci maparea factorului f /g este de asemenea deschisă Fie X, Y spații topologice și S o partiție a spațiului X în mulțimi nevide Formula f " f/ g definește o bijecție a mulțimii de mapări continue X -> Y care sunt constante pe fiecare element al partiției S pe mulțimea tuturor mapărilor continue X/ g -> Y R Dacă f : X -> Y este o mapare continuă pentru care există o mapare f / ud, T) '■ X/q -> Yjj , atunci această mapare f / ud, T) este continuă § Menajerie de spații de coeficient , x Pereții despărțitori închise O partiție S a unui spațiu topologic X se numește închisă dacă saturația fiecărei mulțimi închise este închisă , x Demonstrați că o partiție este închisă dacă proiecția canonică X -> X/g este o mapare închisă , x Demonstrați că o partiție care conține un singur element fără un punct este închisă dacă acest element este o mulțime închisă Sx Fie X un spațiu care satisface prima axiomă de separare, S partiția sa închisă Atunci spațiul coeficient X/g satisface prima axiomă de separare Th Spațiul coeficient al unui spațiu normal față de o partiție închisă este normal , x Deschideți partiții Se spune că o partiție S a unui spațiu topologic X este deschisă dacă saturația fiecărei mulțimi deschise este deschisă Lor Demonstrați că o partiție este deschisă dacă proiecția canonică X -> X/g este o mapare deschisă Demonstrați că dacă A este saturat în raport cu o partiție deschisă, atunci Int A și C A sunt de asemenea saturate Ux Spațiul coeficient al unui spațiu cu o bază numărabilă printr-o partiție deschisă are o bază numărabilă Vx Spațiul coeficient al unui spațiu care satisface prima axiomă a numărabilității satisface prima axiomă a numărabilității printr-o partiție deschisă Wx Fie S o partiție deschisă a spațiului X și T o partiție deschisă a spațiului Y Notăm cu S x T partiția spațiului X x Y formată din mulțimi de forma Ax B, unde A & S și B ∈ T Atunci factorul injectiv X xY/ q x T ~* X/q xY/ț al mapării prs x prT: X x Y -> X/q x Y/ț este un homeomorfism § Menajeria spatiilor de coeficient Instrument de recunoaștere a spațiului coeficient A Factorul injectiv al unei hărți continue a unui spațiu compact pe un spațiu Hausdorff este un homeomorfism (Cu alte cuvinte, dacă f: X -> Y este o mapare surjectivă continuă, X este compact, Y este Hausdorff, atunci maparea f/g(f)'-X/ gțj) -> Y este un homeomorfism) B Factorul injectiv al unei hărți continue dintr-un spațiu compact într-un spațiu Hausdorff este o încorporare topologică Descrieți partiții ale unui segment ale cărui factorizări dau litere conexe ale alfabetului latin Demonstrați că există o partiție a lui / astfel încât spațiul coeficient să fie homeomorf pătratului I x I Capitolul Construcţii topologice Reprezentarea partițiilor De obicei, o descriere literală ordonată a unei partiții este greoaie, dar poate fi scurtată și clarificată Desigur, acest lucru necesită un vocabular mai extins și mai flexibil, în care diferențele dintre cuvintele individuale sunt aproape imperceptibile De exemplu, expresiile să factorizăm și să trecem la spațiul factorilor pot fi înlocuite cu cuvintele lipiți, trageți, identificați și cuvinte similare din vorbirea de zi cu zi care au înțelesuri oarecum similare Unele elemente ale acestui limbaj sunt ușor de formalizat De exemplu, factorizarea unui spațiu X printr-o partiție formată dintr-o mulțime A și submulțimi de un punct ale complementului X x A se numește contracție (a mulțimii A la un punct), iar spațiul coeficient corespunzător este notat cu X /g Fie mulțimile care se intersectează A,BX alcătuiesc acoperirea fundamentală a spațiului topologic X Demonstrați că harta coeficientului D/wg -* -Y B a incluziunii A'- X este un homeomorfism Dacă A și B sunt subspații disjunse ale spațiului X și f: A -> B este un homeomorfism, atunci factorizarea spațiului X prin împărțire în submulțimi de un punct ale mulțimii X \ (A U B) și mulțimi de două puncte { x,/(x)}, unde x G A, se numește lipire sau identificare (a mulțimilor A și B prin intermediul unui homeomorfism /) O abordare convenabilă și flexibilă a descrierii partițiilor este deschisă prin trecerea la relațiile de echivalență corespunzătoare Principalul avantaj al acestei abordări este că, datorită tranzitivității, este suficient să indicați doar câteva perechi de elemente echivalente: dacă se spune că x ~ y și y ~ z, atunci nu este nevoie să spunem că x ~ z, întrucât aceasta rezultă din cele spuse deja Astfel, partiția poate fi descrisă printr-o listă de formule de forma x ~ y, care sunt suficiente pentru a restabili echivalența O astfel de listă de formule, cuprinsă între paranteze pătrate, va indica partiția corespunzătoare de mai jos De exemplu, spațiul coeficient al spațiului X, obținut ca urmare a identificării submulților AnB prin intermediul homeomorfismului f:A->B, se notează cu X/[a ~ da) pentru orice a e A] sau pur și simplu prin X/\a ~ /(a)]- Unele partiții sunt ușor de descris cu o imagine, mai ales dacă spațiul original este încorporat într-un plan De exemplu, segmentele care urmează să fie lipite împreună cu ajutorul homeomorfismelor liniare sunt prevăzute cu aceleași litere și săgeți care arată modul în care aceste segmente se suprapun Mai jos, prezentăm toate aceste varietăți de descrieri ale partițiilor și indicăm modul în care sunt utilizate prin exemple, oferind și descrieri literale greoaie Acestea din urmă arată urât, dar trebuie recurs la ele pentru a susține încrederea cititorului în înțelegerea corectă a cuvintelor noi și simțul utilității lor § Menajeria spatiilor de coeficient Bun venit la menajerie! C Demonstrați că spațiul cât I/ [o ~ ] este homeomorf la S Cu alte cuvinte, spațiul coeficient al segmentului I de către partiția constând din { , } și seturile {a} cu £ ( ; ) este homeomorf unui cerc P Construiți o mapare surjectivă continuă I -> S a cărei partiție punctuală în preimagini constă din mulțimi de un punct din interiorul segmentului și o pereche de puncte de limită ale acestuia D Demonstrați că spațiul coeficient Dr'/Sn~' este homeomorf la sfera Sn Cu alte cuvinte, spațiul coeficient al bilei D" este homeomorf cu S" prin împărțirea sa în submulțimi de un punct din interiorul său și în S""' Mai departe, vom spune că dacă contractăm limita mingii la un punct, atunci obținem o sferă D Construiți o hartă continuă a mingii Dn pe sfera Sn care duce limita mingii la un punct și mapează bijectiv interiorul acesteia la complementul acestui punct F Să se demonstreze că spațiul coeficient / /[(o, t) ~ ( , t) pentru te/] r este meomorf la x / Cu alte cuvinte, spațiul coeficient al pătratului I , prin împărțire în perechi de puncte {( , t), ( , /)} сіе/ și în submulțimi de un punct din ( ; ) x I, este homeomorf la cilindrul S X /, Mai departe vom spune că dacă lipim laturile pătratului astfel încât să fie identificate punctele situate la aceeași înălțime, atunci rezultatul va fi un cilindru F Spațiul coeficient S x ) ~ (z, ) pentru z £ S ] este homeomorf torusului S x S Cu alte cuvinte, spațiul coeficient al cilindrului S x / este homeomorf cu torul S x S prin împărțirea în submulțimi de un singur punct din interiorul său S x ( ; ) și o pereche de puncte de bază situate pe același generator Se spune că dacă lipiți bazele cilindrului, identificând punctele care se află pe aceeași generatrică, atunci obțineți un tor Capitolul Construcţii topologice G Coeficientul spațiu/ /[( , ( , ), ( , ) ~ ( , )] este homeomorf la ru S x S Cu alte cuvinte, rezultatul factorizării pătratului I prin împărțire în o submulțimi dintr-un punct din interiorul său, o perechi de puncte din interiorul laturilor, situate la aceeași distanță de baza inferioară, o perechi de puncte ale interioarelor bazelor situate pe aceeași verticală, despre cele patru vârfuri, homeomorf la torul S x S Se spune că dacă lipiți laturile unui pătrat, așa cum se arată în figură, obțineți un tor Tranzitivitatea factorizării Rezolvarea problemei G poate fi redusă în mod firesc la rezolvarea problemelor E și F și aplicarea următoarei teoreme N Tranzitivitatea factorizării Dacă S este o partiție a spațiului X și S' este o partiție a spațiului X/g, atunci spațiul coeficient (X/g')/g> este canonic homeomorf la X/m, unde T este partiția spaţiul X în imagini inverse ale elementelor partiţiei S' sub proiecţia X -> X / d Fâșia Mobius Banda Möbius sau banda Möbius este spațiul coeficient -^ /[( , )~( , - )]- Cu alte cuvinte, acesta este spațiul coeficient al pătratului I prin împărțirea în perechi de puncte de laturile sale laterale simetrice în raport cu centrul pătratului și în care nu se află pe laturi sunt submulțimi cu un punct După cum, sperăm, sunteți deja obișnuiți, vom spune că banda Möbius se obține prin lipirea laturilor pătratului, astfel încât direcțiile indicate de săgeți să coincidă: Demonstrați că banda Möbius este homeomorfă la suprafața măturată în R de un segment care se rotește cu ° în semiplan în jurul punctului său de mijloc în timp ce simultan rotește acest semiplan la ° în jurul liniei sale de limită § Menajeria spatiilor de coeficient Contracția subspațiilor - Demonstrați că spațiul coeficient [ ; ]/[X; ] este homeomorf la [ ; ], iar spațiul coeficient [ ; ]/{|, } este homeomorf la litera P Demonstrați că următoarele spații sunt homeomorfe: ) R ; ) R //; ) R /d ; ) R // ; ) R /yț, unde A este unirea mai multor segmente închise cu un capăt comun; ) R /b, unde B este o linie întreruptă simplă cu legătură finită, adică unirea unei secvențe finite de segmente închise în care începutul fiecărei următorul segment coincide cu sfârșitul celui precedent Demonstrați că dacă f; X -> Y este un homeomorfism, atunci spațiile de câte X/g și Y/f(A) sunt homeomorfe Se consideră raza A = {(x, y) | x , y = } C R Este adevărat că spațiul coeficient R /a este homeomorf la Int D U {( , )}? Spații de configurații frumoase Demonstrați că spațiul ~ е ГІ// :] este homeomorf la S Cu alte cuvinte, spațiul coeficient al unui cerc prin împărțirea sa în triple de puncte care sunt vârfuri ale triunghiurilor echilaterale este homeomorf unui cerc Demonstrați că următoarele spații de câte ale lui D sunt homeomorfe cu D însuși: ) ° / [(x, y) ~ (-X, -y)]; ) O / [(m, y) ~ (x, -y)]; ) y) ~ (-y, x)]- Gândiți-vă la o generalizare a problemei cu Dn în loc de D Descrieți în mod explicit spațiul coeficient al dreptei R în raport cu relația de echivalență x ~ y O x - y EZ Imaginează-ți banda Möbius ca spațiul factor al cilindrului S x I Sticla Klein Sticla Klein este spațiul coeficientului /[(t, ) ~ (t,l), ( ,t) ~ ( , - i)]- Cu alte cuvinte, acesta este spațiul coeficient al pătratului I prin partiție în o submulțimi dintr-un punct din interiorul său, o patru vârfuri, o perechi de puncte de bază situate pe aceeași verticală, o perechi de puncte pe laturile simetrice fata de centrul patratului Reprezentați sticla Klein ca rezultat al factorizării cțiuni: ) cilindru; ) benzi Möbius C Demonstrați că spațiul S x ' /[(z! w) ~ ( z, z)] este homeomorf la sticla Klein (Aici w denotă conjugatul complex al lui w ) Introduceți sticla Klein în R (cf și R ) Introduceți sticla Klein în R astfel încât imaginea sa în proiecția ortogonală R -> R să arate ca cea prezentată în figură Capitolul Construcţii topologice Plan proiectiv Să lipim fiecare punct limită al cercului D cu un punct diametral opus, adică factorizăm cercul împărțindu-l în perechi de puncte ale cercului limită simetric față de centrul cercului și seturi de un singur punct din interiorul cercului cerc Rezultatul se numește plan proiectiv Acest spațiu, ca și sticla Klein, nu este încorporat în R , așa că nu îl puteți desena În schimb, o vom prezenta altfel J Planul proiectiv este rezultatul lipirii cercului și benzii Möbius folosind un homeomorfism între cercul limită al cercului și cercul limită al benzii Möbius Înțelegi ce faci? Ai fost "provocat" După ce ai rezolvat problema anterioară, ai făcut ceva neprevăzut de teoria anterioară Într-adevăr, operația pe două spații, care în J se numește lipire, nu a mai apărut Este o compoziție din două operații - mai întâi trebuie să faceți un spațiu din două spații, constând din instanțe ale spațiilor originale care nu se intersectează unele cu altele, apoi trebuie să factorizați acest spațiu, identificând punctele unei instanțe a unui spațiu cu punctele unei instanțe a altuia Să ne ocupăm mai detaliat de prima operație Suma de seturi Suma unei familii de mulțimi {Xa}a A este mulțimea de perechi (xa, o) astfel încât xa e Xa Acest set este notat cu simbolul Astfel, putem scrie asta U ha \u d și (* "X a) a€A ctgA Pentru fiecare & A există o injecție naturală iiia: X -> □ Xa: x (x, / ) a e A Dacă luăm în considerare suma a doar două mulțimi, să spunem X și Y, despre care se știe că nu au puncte comune, atunci ne putem descurca fără familii și fără indici, stabilind XUY = {(i, X) IX X} și {(y, Y) I y e Y} Suma spațiilor K Dacă este o familie de spații topologice, atunci mulțimea de submulțimi ale mulțimii ale cărei imagini inverse pentru toate incluziunile ipa cu un € A sunt deschise, formează o structură topologică Suma mulțimilor [ ]aeA Xa cu această topologie se numește suma (deconectată) a spațiilor topologice Xa, a & A § Menajerie de spații de coeficient L Topologia descrisă în K este cea mai bună topologie în raport cu care toate incluziunile sunt continue Mapările ip^: X@ -> Xa sunt înglobări topologice iar imaginile lor sunt simultan deschise şi închise în |JaeA Ha Ce proprietăți topologice sunt transferate de la termenii Xa la cei deconectați suma si care nu? Spații de legătură Fie X, Y spații topologice, A o submulțime a lui X și f: A -> Y o mapare continuă Spațiul coeficient (XuY)/Ma) pentru a ∈ A] este notat cu XU fY și se numește rezultatul lipirii spațiului X de spațiul Y cu / Maparea f se numește mapare lipită Partiția X LJ Y, prin care se realizează factorizarea, constă din mulțimi de un punct situate în ip (Y x A) și ip (A'x/(A)), și seturi A) Se dovedește că compoziția incluziunii Y -> X L Y și proiecția XUY -> -> XU fY este o înglobare topologică Demonstrați că dacă Y este un punct, atunci XU fY X/A M Ca urmare a lipirii unei bile de copia sa prin intermediul mapării identitare a sferei de frontieră Sn~ , se obține un spațiu homeomorf cu Sn Demonstrați că sticla Klein poate fi obținută prin lipirea unei benzi Möbius de copia sa prin maparea identică a cercului limită Demonstrați că prin lipirea cilindrului S x I de copia sa prin maparea identică a unei perechi de cercuri limită pe o pereche de cercuri limită, obținem un spațiu homeomorf la S x S Demonstrați că, în urma lipirii torusului solid S x D de copia sa prin intermediul hărții de identitate a torului de graniță S x S , se obține un spațiu homeomorf la S x S - Imaginează-ți sticla Klein ca rezultat al lipirii cilindrului S x I pe copie Demonstrați că, ca urmare a lipirii torusului solid S x D pe copia sa, prin maparea S x S -> S x S a torusului de graniță pe el însuși, definit prin formula (x, y) și-t (y, x), se obține un spațiu homeomorf la sfera tridimensională S Capitolul Construcţii topologice N Fie X, Y spații topologice, AcXnf, q: A Y mapări continue Demonstrați că dacă există un homeomorfism h: Y -> Y astfel încât h o f = g, atunci spațiile XU fY și XU JY sunt homeomorfe Spațiul Dn U fDn este homeomorf la Sn pentru orice homeomorfism f: > S"-i Clasificați până la un homeomorfism spațiile obținute dintr-un pătrat prin lipirea unei perechi de laturile sale opuse prin intermediul unor homeomorfisme Clasificați, până la un homeomorfism, spațiile rezultate din două copii ale lui S x I prin lipirea a două perechi de S x { , } prin intermediul unor homeomorfisme Demonstrați că tipul topologic al rezultatului lipirii a două benzi Möbius prin intermediul unui homeomorfism al cercurilor lor limită nu depinde de alegerea homeomorfismului Clasificați, până la un homeomorfism, spațiile obținute din S x I prin lipirea S x cu S x prin oarecare homeomorfism Suprafețe de bază Torul S x S cu subspațiul îndepărtat din acesta, care este interiorul cercului D încorporat în S x S , se numește mâner Sfera S cu interioarele a n cercuri imbricate și disjunse în perechi D îndepărtate din ea se numește sferă cu n găuri R O sferă cu o gaură este homeomorfă cu cercul D Î O sferă cu două găuri este homeomorfă cilindrului S x I O sferă cu trei găuri nu este homeomorfă pentru niciunul dintre spațiile pe care le-am întâlnit mai sus Cu toate acestea, merită o mențiune specială Această suprafață se numește pantaloni Rezultatul lipirii pe o sferă cu p găuri a sumei p instanțe ale unui mâner prin identificarea cercurilor de delimitare a acestora cu imagini - cercurile de delimitare ale unei sfere cu găuri (marginile găurilor) se numesc sferă § Menajeria spatiilor de coeficient cu p mânere sau, mai solemn (și deocamdată, mai puțin clar), o suprafață conectată închisă orientabilă din genul p Demonstrați că o sferă cu p mânere este definită până la homeomorfism (adică tipul topologic al rezultatului lipirii nu depinde de lipirea înglobărilor) R O sferă cu un mâner este homeomorfă torusului S x S S O sferă cu două mânere este homeomorfă la rezultatul lipirii unui mâner de copia sa prin intermediul mapării identitare a cercului de limită O sferă cu două mânere se mai numește și covrig (uneori o sferă cu un număr mare de mânere se mai numește și așa) Spațiul obținut dintr-o sferă cu q găuri ca urmare a lipirii q instanțe ale benzii Möbius pe ea prin identificarea cercurilor lor limită cu imagini - cercurile limită ale găurilor, se numește o sferă cu q filme sau o conexiune închisă neorientabilă suprafața genului q Demonstrați că tipul topologic al unei sfere cu filme este definit în mod unic, adică nu depinde de alegerea homeomorfismelor de lipire T O sferă cu o peliculă este homeomorfă la un plan proiectiv U O sferă cu două filme este homeomorfă unei sticle Klein Sfera, sferele cu mânere și sferele cu pelicule se numesc suprafețe de bază V* O sferă cu p mânere și q filme (aici q > ) este homeomorfă unei sfere cu p + q filme Clasificați, până la homeomorfism, spațiile topologice obținute prin lipirea p instanțe ale lui S x I la o sferă cu găuri p Capitolul Construcţii topologice § Spații proiective Această secțiune poate fi văzută ca o continuare a celei anterioare Descrie anumite spații de coeficient, dar aceste spații de coeficient sunt poate prea importante pentru a fi tratate pur și simplu ca exemple de factorizare Spații proiective reale Un spațiu proiectiv real de dimensiune n este definit ca spațiul coeficient al sferei Sn prin împărțire în perechi de puncte diametral opuse și este notat cu RPn A Spațiul NaPn este homeomorf față de spațiul coeficient al bilei n-dimensionale Dn în partiția în submulțimi cu un singur punct din interiorul bilei Dn și perechea de puncte antipodale ale sferei limită S(tm)- B LR° este un punct Spațiul RP se numește linie proiectivă C Spațiul RP este homeomorf cu cercul S D Spațiul RP este homeomorf cu planul proiectiv, care a fost definit în subsecțiunea anterioară F Spațiul NPn este canonic homeomorf față de spațiul coeficient al spațiului Rn+ x prin împărțirea în subspații vectoriale unidimensionale ale spațiului Rn+ cu zero eliminat Un punct din spațiul Rn+ x este o succesiune de numere reale, dintre care cel puțin unul este diferit de zero În acest context, se obișnuiește să le numeroți, începând numerotarea nu de la unu, ci de la zero (pentru a se termina cu a n-a, și nu (n + )-a), și a numi coordonatele omogene ale punctului corespunzător din spațiul RPn Punctul definit de acestea se notează cu (x '■ Xi : : xn) Coordonatele omogene definesc un punct în spațiul RPn, dar nu sunt determinate de acesta: mulțimi proporționale de coordonate omogene corespund aceluiași punct din spațiul RP' F Spațiul KPn este canonic homeomorf față de spațiul dreptelor din R"+ care trec prin punctul = ( , , ) cu metrica definită ca unghiul dintre linii (un număr care nu depășește r/ ) (În primul rând, demonstrați că este într-adevăr o metrică ) G Arătaţi că maparea i: Rn -> RP": (rEi, ,xn) i-► ( : Rn : : rn), este o înglobare topologică Care este imaginea acestei mapări și cum este aranjată maparea inversă a imaginii pe Rn? H Construiți o înglobare topologică RPn -> RPn a cărei imagine coincide cu RPn x i(Rn), unde i este înglobarea definită în problema G Astfel, spațiul proiectiv RPn poate fi considerat ca rezultat al adunării la spațiul euclidian Rn "impropriu" § Spații proiective sau puncte "infinit depărtate" care alcătuiesc spațiul proiectiv cu o dimensiune mai puțin Introduceți în mod natural o structură topologică în mulțimea tuturor dreptelor din plan și demonstrați că spațiul rezultat este homeomorf: ) RP \ punct; ) o bandă Möbius deschisă (adică o bandă Möbius cu cercul de delimitare eliminat) Demonstrați că setul de rotații ale spațiului tridimensional SR în jurul tuturor liniilor posibile prin toate unghiurile posibile, echipat cu o structură topologică naturală, este homeomorf la ÎRP , x Spații proiective complexe Un spațiu proiectiv complex de dimensiunea n este definit ca spațiul coeficient al sferei unitare S n+ a lui Cn+ prin împărțirea sa în cercuri tăiate de drepte (complexe) ale lui Cn+ care trec prin origine Este notat cu SRp IX Spațiul CRP este homeomorf față de spațiul coeficient al bilei unității închise D n a spațiului Cn prin partiție, ale cărei elemente sunt mulțimile din interiorul bilei D n și cercurile decupate pe sfera ei de limită S "- de (complex) ) drepte ale spațiului Cn care trec prin origine Jx Spațiul СР este format dintr-un punct Spațiul CP se numește linie proiectivă complexă Kh Linia proiectivă complexă CP este homeomorfă la S Lx Spațiul CPn este canonic homeomorf față de spațiul coeficient al spațiului Cn+ x prin împărțirea în linii complexe ale spațiului Cn+ perforat la punctul zero și trecând prin zero Astfel, spațiul CPn poate fi reprezentat ca spațiul claselor de șiruri nenule complex proporționale (re , • • •, ^n) ale numerelor complexe Notația (x : Xt : : xn) și termenul coordonate omogene, introduse mai sus în cazul real, se reportează în situația complexă Mx Spațiul CPn este canonic homeomorf la mulțimea de drepte (complexe) din Cn+ care trec prin punctul zero, tonologizate de metrica unghiulară (care ia valori în intervalul [o, t]) Zx Spații proiective cuaternioane Amintiți-vă că există o înmulțire remarcabilă în R , descoperită de R W Hamilton în , care poate fi dată prin formula (x^x^x^x^ X (Y ,Y ,Uz,Y ) = \u d (x - ^ - X y - X y - X y , xy + X y! + XT T/ - X y , X Y - X y + x y- + x y , x±y + x y - X y + XyY- ) Este biliniar, iar pentru a o descrie, este suficient să specificați baza produselor Capitolul Construcţii topologice vectori Acestea din urmă în acest context sunt de obicei notate, după Hamilton, după cum urmează: =( , , , ), z=( , , , ), j=( , , , ) și fc=( , , , ) În această notație, este într-adevăr o unitate: ( , , , ) x x = x pentru orice x R Restul tabelului de înmulțire arată astfel: ij = k, jk = i, ki = j, ji = -k, kj = -i și ik = -j Împreună cu adunarea în funcție de coordonate, această înmulțire dă lui R structura unei algebre Elementele sale se numesc cuaternioni Nx Asigurați-vă că înmulțirea cuaterniilor este asociativă Nu este comutativă (de exemplu, ij = k^ -k = ji) În caz contrar, cuaternionii sunt foarte asemănători cu numerele complexe Ca și în mulțimea numerelor complexe, în mulțimea cuaternionilor există o transformare numită conjugare, notă, ca și conjugarea numerelor complexe, printr-o bară: x b -\u e x Este dat de formula (x , x , x , x ) n-► (a^, -x , -x , -x ) și are următoarele două proprietăți remarcabile Oh Pentru orice cuaternioni a și b are loc egalitatea ab = bă Rx Pentru orice cuaternion a, aă = |a| , adică produsul lui a și cuaterniul său conjugat a este egal cu (|a| , , , ) Ultima proprietate ne permite să definim pentru orice element a € R un element invers a- = |a|~ a astfel încât aa^ = Astfel, algebra cuaternionului este o algebră de diviziune sau un câmp oblic Este desemnat de și în onoarea descoperitorului său Hamilton Spațiul Hn = R n conține drepte cuaternioane drepte, adică submulțimi de forma {(aA, , an£j) | £ € H} și linii analoge de cuaternion stâng { Дйі, Дан) | £, € H} Fiecare dintre ele este un subspațiu real cu patru dimensiuni al spațiului Hn = R n Qx Găsiți o linie de cuaternion drept care nu este o linie de cuaternion stâng Rx Arătați că două drepte de cuaternion din Hn fie se intersectează numai în punctul , fie coincid Spațiul coeficient al sferei unitare Y n+ a spațiului Hn+ = R n+ prin descompunerea lui în sfere tridimensionale decupate de liniile cuaternionului drept ale spațiului Hn+ se numește spațiu proiectiv cuaternion (dreapta) de dimensiunea n În mod similar, numai cu împărțirea în linii de cuaternion stânga se definește un spațiu proiectiv de cuaternion (stânga) de dimensiunea n Sx Sunt spațiile proiective din cuaternionul drept și stânga de aceleași dimensiuni homeomorfe? Spațiul proiectiv al cuaternionului stâng de dimensiunea n este notat cu RRP § x Spații topologice finite Tx Spațiul IR° este format dintr-un punct Ux Spațiul IRP este homeomorf față de spațiul coeficient al bilei unității închise Din al spațiului Hp de către partiție, ale cărei elemente sunt mulțimile din interiorul bilei D n și sferele tridimensionale decupate pe sfera ei de limită S "- (cuaternionul stâng) linii ale spațiului Hp Spațiul IR se numește linie proiectivă a cuaterniilor Vx Linia proiectivă a cuaternionului IR este homeomorfă la S Wx Spațiul IRP este canonic homeomorf față de spațiul coeficient al spațiului Hn+ x prin împărțirea în linii drepte cuaternioane stângi ale spațiului Hn+ perforat la punctul zero și trecând prin origine Astfel, PNR poate fi reprezentat ca spațiul claselor de secvențe proporționale non-nule de cuaternion stâng (x , ,xn) Notația (x : : : xn) și termenul coordonate omogene u introdus mai sus în cazul real report la situația cuaternion Xx Spațiul NRP este canonic homeomorf la mulțimea de linii (cuaternionul stâng) din spațiul Hn+ , topologizate de metrica unghiulară (care ia valori în intervalul [ , ^]) § x Spații topologice finite IX Digresiune teoretică a multimilor: împărțirea unei relații tranzitive în echivalență și ordine În definițiile relațiilor de ordine și echivalență, condiția de tranzitivitate pare a fi cea mai semnificativă În această subsecțiune, vom da acestui sentiment o justificare formală arătând că condițiile rămase sunt, într-un fel, însoțitori naturali inevitabile ai tranzitivității, deși nu rezultă din aceasta -Ah Fie - b', și b ~ b', și astfel definește o anumită relație pe mulțimea claselor de echivalență X/ Această relație este o ordine nestrictă Astfel, orice relație tranzitivă generează o relație de echivalență și o ordine în mulțimea claselor de elemente echivalente Dx În ce degenerează acest lanț de construcții dacă relația tranzitivă inițială a fost ) o echivalență, ) o ordine nestrictă? -Ex În orice spațiu topologic, relația este definită după cum urmează: a^b dacă a și C {&}, este o precomandă - x În mulțimea tuturor submulților unui spațiu arbitrar, relația este definită după cum urmează: A^B dacă AcCIB, este o precomandă Această preordonare definește o relație de echivalență în care mulțimile sunt echivalente dacă închiderile lor sunt aceleași Fx Relația de echivalență definită de preordinea teoremei -Ex definește o partiție a spațiului în subspații antidiscrete maxime (în ceea ce privește includerea) Spațiul coeficient al acestei partiții satisface axioma To a lui Kolmogorov Spațiul factorilor al teoremei -Fx se numește spațiul factorului T maxim al spațiului X ■ Gx Imaginea continuă a unui spațiu antidiscret este antidiscretă Nx Orice hartă continuă XY generează o hartă continuă de la "spațiul cu factor G maxim al spațiului X la spațiul cu factorul Г maxim al spațiului Y , x Structura unui spațiu topologic finit Rezultatele subsecțiunii anterioare oferă cheia înțelegerii structurii spațiilor topologice finite Fie X un topologic finit § x Spații topologice finite spaţiu Conform teoremei -Fx, se dovedește a fi împărțit în grupuri antidiscrete de puncte Cu maparea continuă, aceste clustere antidiscrete sunt mapate, conform -Gx, unele în altele Astfel, mapările continue ale spațiilor finite induc mapările continue ale spațiilor de coeficient prin partiții în grupuri antidiscrete de puncte, cf -Hx Spațiul coeficient al unui spațiu finit prin împărțirea în mulțimi antidiscrete maxime satisface, conform -Fx, axioma de separare a lui Kolmogorov Ca orice spațiu finit, este spațiul celor mai puține cartiere În virtutea teoremei , topologia acestui spațiu coeficient este o topologie de ordine Prin teorema Xx homeomorfismele dintre spații cu topologie de ordine sunt bijecții monotone Astfel, până la homeomorfism, un spațiu topologic finit este caracterizat de o mulțime finită parțial ordonată ale cărei elemente sunt echipate cu multiplicități, care sunt numere naturale Două astfel de spații sunt homeomorfe dacă există o bijecție monotonă între mulțimile ordonate corespunzătoare care păstrează multiplicitățile Pentru a restabili un spațiu topologic dintr-o mulțime ordonată cu multiplicități, trebuie să introduceți topologia de ordine în această mulțime și apoi să înlocuiți fiecare punct din acesta cu un grup antidiscret de puncte în care numărul de puncte este egal cu multiplicitatea punctului original , x Scheme simple Fie V o mulțime și E mulțimea unora dintre submulțimile sale finite O pereche (V, E) se numește o schemă simplială cu o mulțime de vârfuri V și o mulțime de simplexe E dacă o fiecare submulțime a oricărui element al mulțimii E în sine aparține lui S, o intersecția oricărei mulțimi de elemente ale mulțimii S aparține lui S însuși, Fiecare submulțime de un element al mulțimii V aparține lui S Mulțimea S este ordonată prin includere Dotat cu topologia acestui ordin parțial, se numește spațiul simplexelor schemei simpliale (X, E) Pentru fiecare schemă simplă, un alt spațiu topologic este construit în mod natural Si anume, pentru o schema simplista (V, S) consideram multimea S(V, E) a tuturor astfel de functii c: V → [ ; ], astfel încât Supp(c) = {r e VI c(r) } este continuta in S si c(r) = Inzestim multimea S(V, S) cu topologia generata de metrica p(C ,c ) = sup|ci(u) - C (r)| VEV Capitolul Construcţii topologice Spațiul S(V, S) este acoperit de mulțimile {с € S | Supp(c) = σ}, unde σ £ E Se numește spațiu simplial sau triangulat și mulțimi de forma {c £ S | Supp(c) = st} se numesc simplexele sale (deschise) , x Care simplexuri deschise ale unui spațiu simplial sunt mulțimi deschise, care sunt închise și care nu sunt nici una? Găsiți pentru fiecare u £ E un homeomorfism subspațial {c e SI Supp(c) = st} c S(V, S) la un simplex deschis a cărui dimensiune este cu o mai mică decât numărul de vârfuri conținute în st (reamintim că un simplex deschis n-dimensional este o mulțime n + {(rTi, , GEn+ ) £ Rn+ I Xj > FOR j = , , n + U = }) i= -Jx Demonstrați că pentru orice schemă simplială (V, E), spațiul coeficient al spațiului simplicial S(V, S), prin împărțirea sa în simplexe deschise, este homeomorf față de spațiul Γ al simplexelor schemei simpliciale (V, S) , x subdiviziune baricentrică set parțial comandat -Kh Găsiți un poset care nu este izomorf la mulțimea ordonată de includere a simplexelor oricărei scheme simpliale Fie (A, - S(V, S) care se referă la simplexul a & S, adică la submulțimea {r , u, , rn} a mulțimii V, funcția ba: V - > K cu ba(ѵr ) = A x și ba(v) = pentru orice v și Să definim maparea f : t(t, t') -> ( , S) prin asocierea funcțiilor p: S -> K cu funcția V -> K: v ^(cr)^(r) -Nx Maparea / : (E, S') -> (V, S') este un homeomorfism, iar acest homeomorfism, împreună cu proiecțiile (V, E) -> E și S'(E, S') ) > S' pe spațiile simplexelor și prin maparea naturală S' -> S diagrama comutativă (E,E') S(V,S) S' -►S § x Spații de mapări continue , x Seturi de mapări continue Peste tot mai jos, C(X, Y) va desemna mulțimea tuturor mapărilor continue ale unui spațiu topologic X într-un spațiu topologic Y , x Să se demonstreze că mulțimea C(X, Y) este formată dintr-un element, când spațiul Y este de un punct , x Fie X Să se demonstreze că există o injecție naturală Y -> C(X, Y), de unde, în special, rezultă că cardC(X, Y) cârd Y Zx Mister Găsiți condițiile naturale în care C(X, Y) = Y , x Fie Y = { , }, Pu = { , { }, Y} Demonstrați că există o bijecție între C(X, Y) și , x Demonstrați că dacă X este un spațiu discret finit, atunci C(X, Y) poate fi identificat în mod natural cu produsul cartezian Y x x Y (n factori) , x Fie spațiul topologic discret Y alcătuit din k puncte Găsiți o condiție necesară și suficientă pentru ca mulțimea C(X, Y) să fie formată din k elemente , x Topologii în setul de mapări continue Pentru x € X, U € Oy, K C X punem W(x,U)={f:X^Y\f(x)eU], W(K, U) = {f: XY \ f(K) CU}, Capitolul Construcţii topologice și luați în considerare familiile A(pw) = U) I x e X, U & Oy}, g(co) U) I K C X este o mulțime compactă, U ∈ Oy} Ah Mulțimea D(pw) este o prebază a structurii topologice pe mulțimea C(X, Y) Structura topologică P(pw) cu prebază D(pw) se numește topologia convergenței punctuale, spațiul topologic corespunzător este notat cu C^pw\X, Y) În Mulțimea D(co) este o prebază a unei structuri topologice pe mulțimea C(X, Y) Structura topologică O^co^ cu prebază D(c°) se numește topologie compact-deschisă Peste tot mai jos, dacă nu se specifică altfel, vom presupune că spațiul topologic C(X, Y) este spațiul tuturor mapărilor continue X -> Y cu topologia compact-deschisă definită pe el Sch Există o includere cu P(co) , x Spațiile C(I,T) și C(pw)( , ) nu sunt homeomorfe Notați cu Const(X, Y) mulțimea tuturor mapărilor constante f: X -> Y , x Demonstrați că topologiile Q(pw^ și Q(co) induc aceeași structură topologică pe mulțimea Const(X, Y), iar spațiul topologic rezultat este homeomorf pentru Y , x Demonstrați că dacă X = {#i, , n} cu topologie discretă, atunci spațiul C(pw)(X, Y) este homeomorf pentru Y x x Y (n factori) Este acest lucru valabil pentru spațiul C(X, Y)? Zx Proprietăți topologice ale spațiilor de mapări continue Dx Demonstrați că dacă spațiul Y este Hausdorff, atunci spațiul C(pw)(X, Y) este și Hausdorff Este adevărată o afirmație similară pentru spațiul C(X, Y)? , x Demonstrați că spațiul C(I, X) este legat de cale dacă spațiul X este conectat de cale Ei Demonstrați că spațiul C^pw\l,I) nu este compact Este spațiul C(I, I) compact? , x Carcasă metrizabilă Ex Dacă spațiul X este compact și spațiul Y este metrizabil, atunci spațiul C(X, Y) este metrizabil Se consideră un spațiu compact X și un spațiu metric (Y, p) Sa punem d(j,g) = mx{p(x(x),g(xy) | x ∈ X} Fx Pentru orice spațiu topologic compact X și pentru orice spațiu metric Y, funcția d este o metrică pe mulțimea C(X, Y) § x Spații de mapări continue Fie X un spațiu topologic, Y un spațiu metric cu metrica p Se spune că o secvență fn de mapări X -> Y converge uniform către o mapare f: X -> Y dacă pentru orice e > există un număr natural N astfel încât p(/n(m), f(m)) N și x & X Gx Metrica a convergenței uniforme Fie X un spațiu topologic compact și Y un spațiu metric O secvență de mapări fn: X -> Y converge către o mapare f: X -> Y în topologia definită de metrica d dacă secvența fn converge uniform către f Nx Completitudine C(X,Y) Fie X compact și (Y, p) un spațiu metric complet Atunci spațiul metric (C(X, Y),c este complet IX Metrica d induce o topologie compact-deschisă pe C(X, Y) Spațiul C(R,I) este metrizabil h Dacă Y este un spațiu metric mărginit și X = IJS mulțimile Xi sunt compacte și Xi G Int Xr | i pentru tot i = , , atunci spațiul C(X, Y) este metrizabil Notăm cu Cb(X,Y) mulțimea tuturor mapărilor continue mărginite ale unui spațiu topologic X într-un spațiu metric Y Am stabilit = sp{p(/(:r), (x)) I x GX} h Funcția d°° este o metrică pe mulțimea Cb(X, Y) h Fie X un spațiu topologic și Y un spațiu metric Secvența fn de mapări mărginite X -> Y converge către /: X -> Y în topologia indusă de metrica d°° când fn converge uniform către f h Găsiți spațiile X și Y pentru care topologia indusă de metrica d°° nu coincide cu topologia subspațiului Cb(Xy Y) G C(X, Y) , x Relația cu alte modele Jx Pentru orice mapări continue : X' -> X și φ: Y -> Y', maparea C(X, Y) C(X', Y'): f n-► φ o f o C(A, Y): f n-► invariabil sacadat Lx Dacă B C Y, atunci maparea C(X, B) C(X, Y): / r la o / este investiție topologică Mx Pentru orice spații topologice X, Y și Z, spațiul C(X, Y x Z) este canonic homeomorf la C(X, Y) x C(X, Z) Nx Fie {A'i}'i== o acoperire închisă a spațiului X Maparea naturală ip: C(X,Y) este o încorporare topologică Oh Mister Puteți generaliza afirmația anterioară? Rx Fie Y un spațiu topologic compact local Hausdorff Atunci maparea naturală p: C(X, Y) x C (Y, Z) -> -> C(X, Z): (f, g) i -> gof este continuă Capitolul Construcţii topologice h Este cerința de compactitate locală a lui Y esențială pentru validitatea Aserției Px! Qx Fie X un spațiu Hausdorff compact și S o partiție a lui X astfel încât spațiul coeficient X/s este Hausdorff (Acest lucru este adevărat, de exemplu, dacă S este o partiție închisă, adică proiecția pr: X -> X/q este o mapare închisă ) Atunci maparea naturală ^: C(X/S, Y) -> C(X, Y): / s-> / o pr este o încorporare topologică Cu alte cuvinte, subspațiul spațiului C(X, Y) format din mapări care sunt constante pe fiecare element al partiției S poate fi identificat cu spațiul mapărilor definit pe spațiul coeficient X/g Rx Afisaj de calcul Fie X un spațiu Hausdorff compact local Apoi cartografierea C(X, Y) xX -> Y: (/, m) /(t) continuu h Sunt esențiale condițiile impuse în Rx spațiului X? , x Mapări XXY -► Z și X -► C(Y, Z) Sx Dacă maparea / : X x Y -> Z este continuă, atunci maparea F: X -> C(Y, Z) dată de formula F(t)(t/) = f(xy) este de asemenea continuă În unele condiții suplimentare, este adevărat și invers Tx Fie Y un spațiu compact Hausdorff local și fie F: X -> C(Y, Z) o hartă continuă Atunci maparea /: X x Y -> Z: (x, y) F(t)(t/) este de asemenea continuă Ux Dacă spațiul X este Hausdorff și mulțimea Ey = {Fa} este o prebază a structurii topologice a spațiului Y, atunci mulțimea {IV (X, U)\U& € E} este prebaza topologiei compact-deschise în C(X, Y) Vx legea exponenţială Să introducem o mapare F- C(X x Y, ) C(X, C(Y, )): F(/)(Y): y f(x, y/ Apoi ) dacă spațiul X este Hausdorff, atunci Φ este continuu', ) dacă spațiul X este Hausdorff și spațiul Y este local compact și Hausdorff, atunci Φ este un homeomorfism Wx Fie S o partiție a unui spațiu topologic X, fie pr: X -> -> X/g o proiecție Pe spațiul X x Y ia naștere o partiție naturală S' = {A x y \ Ae S, m/ e Y } Dacă spațiul topologic Y este Hausdorff și local compact, atunci câtul natural /: (X x Y)/g' -> X/g x Y al proiecției pr x idy este un homeomorfism , x Încercați să demonstrați direct afirmația teoremei anterioare Dovezi și comentarii Dovezi și comentarii A De exemplu, z \u d (x, y) & (Ai x BT) P (A x B ) z € Ai x £?i, z A x B x e Ar, x e A , y e Bt, y e B x e Ai p A ,y e Bі p v z e (A p A ) x (Bj p v ) V Avem: prx'(A) = {z = (z, y) e X x y prx(z) e A} = {(z, y) e X x y I x& A} = A x y S eu =>| Într-adevăr, Gu P (x x Y) = (x, f(x)') | | Dacă f este continuă, atunci / = prx°f și / = Prx°/ sunt continue ca compoziții de mapări continue I = În plus, întrucât, în virtutea lui , /~r(u x V) = / (C/) P / (V), continuitatea lui D, / implică continuitatea lui f M Amintiți-vă definiția produsului topologiilor și utilizați N Fie X și Y spații Hausdorff și fie (x,, u ), (x , y ) € € X x Y puncte distincte Să presupunem, pentru certitudine, ei bine, D x Deoarece spațiul X este Hausdorff, acestea au cartiere care nu se intersectează UX și UX Atunci UX x Y și UX x Y sunt vecinătăți care nu se intersectează ale punctelor (x , y '), (x , m/ ) € X x Y , Dacă A și B sunt numărabile și dense peste tot în spațiile X și respectiv Y, atunci mulțimea A x B este, în primul rând, numărabilă și, în al doilea rând, densă în X x Y R Vezi dovada următoarei afirmații Q Demonstrați că dacă Ex, Ey sunt baze numărabile ale topologiilor spațiilor X și respectiv Y, atunci S = {U x V | U € S%, V € Ey} este baza topologiei spațiului X x Y R Arătați că dacă p];p sunt metrici în spațiile X și Y, atunci p((x , m/i), (x , m/ )) = max{pi(xi, x ), ,m/ ) } este o metrică în X x Y Care este forma bilelor din metrica p? S Pentru orice puncte (x , y ), (x , y ) € X x Y, mulțimea (X x y ) U (хі x Y) este conectată și conține aceste puncte T Dacă u, v sunt căi care leagă W) cu x și, respectiv, y} cu y , atunci calea u x v leagă (xi, m/i) cu (x , m/ ) U Este suficient să se considere un înveliș format din mulțimi elementare Deoarece Y este compact, atunci pentru orice fibră x x Y există o subacoperire finită {Ux x V*} Setăm IVx = (~^UX Folosind compactitatea lui X, evidențiem o subacoperire finită Wxi din capacul {IUD^x Mulțimea {U* x V* } este subacoperirea finită necesară V Da, homeomorf Luați în considerare maparea A Pre-imaginea pr- (pr(A)), în primul rând, este saturată, iar în al doilea rând, este cea mai mică, deoarece dacă B e A este o mulțime saturată, atunci B = pr- (pr( C)} E rg- (rg(A)) C Fie Q' = {U ⊂ X/g | pr (C ) € Q} Fie Ua € Q' Din faptul că pr (SD) sunt mulțimi deschise, rezultă că și mulțimea pr (|J^a) = |J pr- (SD) este deschisă și astfel |J Ua ∈ Q' Verificați singuri axiomele rămase ale structurii topologice Dovezi și comentarii D eu eu E Mulțimea F este închisă dacă mulțimea X/g -> F este deschisă, dacă mulțimea pr (A'/ \F) = X\ pr (F) este deschisă, dacă mulțimea pr (F) este închisă F O consecință directă a definiției topologiei factorilor G Trebuie să demonstrăm că dacă Q' este o topologie în X/g astfel încât harta de factorizare este continuă, atunci Q' ⊂ , X/g Într-adevăr, dacă U Q', atunci N Este conectat ca o imagine continuă a unui spațiu conectat Este conectat la cale ca o imagine continuă a unui spațiu conectat la cale J Este separabil ca imagine continuă a unui spațiu separabil K Este compact ca o imagine continuă a unui spațiu compact L Acest spațiu coeficient este format din două puncte, dintre care unul nu este deschis în el M eu =>| Fie a, b& X/q și A, B CX elementele corespunzătoare ale partiției Dacă Ua,Ui> sunt vecinătăți disjunse ale punctelor a și b, atunci pr- (Ua), pr ([ ) sunt vecinătăți disjunse saturate ale mulțimilor A și B | Y Prx j' Prx j' x/d y/t comutativ În acest caz, f / (d, T) \u d Y- R Injectivitatea mapării este o consecință a faptului că diferite elemente ale partiției S(f) sunt imagini inverse ale diferitelor puncte din Y Î Deoarece pr" ((//d')- (F)) = (//S'opr)" (F) = /" ([/), atunci prin definiția topologiei coeficientului pentru orice U PU setul (//g)~' (U) este deschis, deci maparea f/g este continuă R Vezi și Capitolul Construcţii topologice Sx Fiecare submulțime de un punct al spațiului coeficient X/g este imaginea unei submulțimi de un punct din X Deoarece axioma A este valabilă în X, fiecare dintre submulțimile sale de un punct este închisă, prin urmare, cu , x, imaginea sa este de asemenea închis În consecință, axioma T\ este valabilă și în spațiul câtului Tx Urmează din Ux Fie Un = p(Vn), n ∈ N, unde {V^}nem este baza spațiului X Să considerăm o mulțime deschisă arbitrară W în spațiul coeficientului Întrucât pr (IV) = UneA V" m = Pr(pr (IV)) = UngA, deci, mulțimea {[/n} este baza spațiului coeficientului Vx Pentru un punct arbitrar y &X/q, luăm în considerare imaginea unei baze numărabile la un punct x e pr (p) Wx Întrucât factorul injectiv al unei suprajecții continue este o bijecție continuă, rămâne de demonstrat că este o mapare deschisă, care rezultă, în virtutea lui , din deschiderea mapării X x Y → X/g x Y/ț (vezi ) A Urmează din R, Q, K și X B În mod similar A; utilizați Y în loc de P H C Dacă f: [ ; ] E t b-► (cos mr , sin mr ) € S , atunci partiția S(f) coincide cu cea dată, iar maparea factorilor f /S (f) este un homeomorfism ca o bijecție continuă a unui compact spațiu pe un spațiu Hausdorff D Dacă f: Dn Ex" sintn, - szn) € Sn CRn+ , atunci partiția S(f) coincide cu cel dat, iar f/g(f) este un homeomorfism E Se consideră maparea g = f xid: I = I x I -> S x I (aplicarea f este definită ca în p ) Partiția S(g) coincide cu cea dată, astfel încât g/g(g) este un homeomorfism F Verificați dacă partiția xf) se potrivește cu cea dată G Partiția S(f × f) coincide cu cea dată H Se consideră diagrama comutativă X x/d p i X/t {X/d)/d> unde harta q este evident o bijecție Enunţul problemei rezultă din faptul că mulţimea U este deschisă în (X/q)/q', când P?' = = P (q (H)) este deschis în X dacă q (C ) este deschis în X/m Pentru a simplifica formulele, înlocuim pătratul I cu un dreptunghi Formal: luați în considerare maparea R , determinat de formulă (x, y) b-> (( + m/sin A cosa;, ( + psin șina;, pcos ^) Z Zi Zi Dovezi și comentarii Verificați dacă Y Atunci Q = {U ⊂ Y | Y" (U) este deschis în Xo pentru orice o} - aceasta este cea mai subțire structură topologică din Y în raport cu care toate mapările fa sunt continue L Vezi instrucțiunile pentru K M Mapăm jDJ LJ în Sn astfel încât imaginea lui O" să coincidă cu emisfera superioară, iar imaginea să coincidă cu cea inferioară Partiția în preimagini coincide cu partiția al cărei coeficient este spațiul Dn Uid|sn Dn Prin urmare, maparea factorilor corespunzătoare este un homeomorfism N Considerăm o hartă F: XL Y -> XL Y astfel încât F\x = id% și F\Y = h Această mapare transformă elementul de partiție corespunzător relației de echivalență z ~ f(x) în elementul de partiție corespunzător relației de echivalență x~g(z), prin urmare, există o bijecție continuă H: XU fY -> XU Y Deoarece /r- este de asemenea un homeomorfism, maparea H~' este de asemenea continuă În virtutea N este suficient să demonstrăm că orice homeomorfism f: Sn~' -> S"- se extinde la un homeomorfism F: Dn -> Dn ceea ce este evident R De exemplu, o proiecție stereografică dintr-un punct interior al unei "găuri" mapează o sferă cu o gaură homeomorfă pe un cerc Î O proiecție stereografică dintr-un punct interior al uneia dintre "găuri" mapează o sferă cu două găuri homeomorf pe un "cerc cu o gaură rotundă" Demonstrați că este homeomorf la un cilindru (Alternativ, dacă alegem în mod corespunzător centrul proiecției la "găuri", atunci sfera cu două găuri va fi mapată pe un inel rotund, care este evident homeomorf la cilindru ) R Prin definiție, un mâner este homeomorf la un tor cu o gaură, iar o sferă cu o gaură este homeomorfă la un disc care etanșează această gaură S Tăiați o sferă cu două mânere în două părți simetrice homeomorfe mânerului T Utilizați rezultatele problemelor R și J U Tăiați un pătrat al cărui spațiu factor este o sticlă Klein în benzi orizontale de aceeași lățime Apoi media Capitolul Construcţii topologice banda se va lipi într-o bandă Möbius, cele două benzi extreme într-o altă bandă Möbius, iar benzile rămase într-un inel, adică doar într-o sferă cu două găuri (Iată o altă descriere, poate mai descriptivă Uită-te la imaginea sticlei Klein: are un plan orizontal de simetrie Două planuri orizontale apropiate de planul de simetrie decupează sticla Klein în două benzi Möbius și un inel ) V Cel mai evident lucru de făcut este să selectați un stilou și un film Să înlocuim mânerul cu un "tub", ale cărui margini sunt lipite de marginile a două găuri (suficient de mici) de pe sferă și să începem să mișcăm una dintre găuri (Tipul topologic nu se schimbă în timpul unei astfel de mișcări ) Să aducem gaura la marginea filmului, să o mutam pe film, să încercuim un cerc complet de-a lungul filmului și să-l întoarcem la locul inițial Ca urmare, mânerul original (un tor cu o gaură) se transformă într-o sticlă Klein cu o gaură, care, după cum știm din Problema U, se desparte în două benzi Möbius, adică în două filme A Considerăm compoziţia f a înglobării lui Dn în Sn ca o emisferă şi proiecţia pr: Sn -> RPn Partiția S(f) coincide cu cea dată Prin urmare, ~ este un homeomorfism C Se consideră maparea f: S -> S definită prin formula z -> -r eC Apoi S /sțJ^-^P D Vezi A E Se consideră compoziția f a înglobării sferei Sn în Rn \ și proiecția pe spațiul coeficient de către partiția specificată Este clar că partiția S(f) coincide cu partiția a cărei factorizare este un spațiu proiectiv Prin urmare, f/S(f) este un homeomorfism F Această funcție este o metrică datorită inegalității triunghiulare dintre unghiurile plane ale unui unghi triedric Să asociem oricărui punct x ∈ Sn o dreaptă £(x) care trece prin originea coordonatelor, pentru care x este vectorul ei de direcție Aceasta definește o hartă continuă (verificați aceasta) a lui Sn în spațiul indicat de linii, al cărui factor injectiv este un homeomorfism G Imaginea acestei cartografii este multimea = ■ ■ ■: Xn) I Xo }, iar maparea inversă j\ Uo -> Rn este definită prin formula / \ (Xr ■ 'n (x : xT : : xn) n-> (-, I \Jo x x J Deoarece harta i și inversul său sunt continue, i este o încorporare topologică H Se consideră înglobarea Sn = Sn Π {xn+ = } Sn ⊂ Rn+ și înglobarea RPn -> RPn indusă de aceasta Ah Dacă a b c, atunci fie a b - Y Deoarece {/n} este fundamentală, pentru fiecare e > există un număr N astfel încât p(/n(a;), A(t)) N și x ∈ X Trecând la limită ca k -> oo, constatăm că p[fn(x), f(k)) f ca n -> oo, trebuie să verificăm că f C(X, Y) Pentru fiecare punct a X există vecinătatea lui Ua astfel încât p(Lv(x), /Da)) Y și orice r > există mulțimi compacte Ki, K , • • •, Kn cu X și mulțimi deschise Uu U , , Un ⊂ Y , astfel încât fep Y(t, n)c e>r(/) r= Să considerăm o acoperire a mulțimii f(X) de un număr finit de bile cu raza r/ centrate în anumite puncte /(aA, f(x ), ■ ■ ■, /(a; n) Fie Kr inversul imaginea unei bile închise în Y cu raza r / sub maparea /, și Γ, este o bilă deschisă cu raza r/ Prin construcție, Pentru orice punct x ∈ Kz este adevărat că f(x) și g( x) se află în aceeași bilă deschisă cu raza r/ , deci p(f(x),g(x)) ,(/)■ Jx Afirmaţia rezultă din faptul că pentru orice mulţime compactă K C X' şi mulţime deschisă U C Y' imaginea inversă a mulţimii prebazei W(K, U) ∈ D(co)(A'', Y') este pre- setul de bază W( fp(K), ^~\U)) e D(CO\X, Y) Ch Urmează imediat de la precedentul Lx Este clar că maparea indicată este o injecție Pentru simplitatea notării, identificăm spațiul C(X B) cu imaginea sa sub această injecție Pentru orice mulţime compactă K ⊂ X şi U ∈ O,c notăm cu WB(K,U) mulţimea prebază corespunzătoare în C(X, B) Dacă V ∈ Qy și U = B PU, atunci egalitatea WB(K, U) = C(X, B) P W(K, V) este valabilă, de unde rezultă că din C(X, Y) pe C(X) , B) se induce topologia compact-deschis Mx Verificați că maparea naturală f -> (pryo/, przo/) este un homeomorfism Dovezi și comentarii Nx Injectivitatea mapării cp rezultă din faptul că {-Vr} este o acoperire, iar continuitatea sa rezultă din Aserția Kh Din nou, pentru simplitatea notării, identificăm C(X, Y) cu imaginea sa sub injecție Fie K c C X o mulțime compactă, U E Pu Setăm Kt = K Γ\ Xt și notăm cu W\Ki, U) elementul corespunzător al prebazei Δ(η)(Xi, Y) Deoarece, evident, W(K, U) = C(X, Y) Π (W (K , U') x x Wn(Kn, U)), injecția continuă cp este într-adevăr o încorporare topologică Rx Luați în considerare hărțile f:X -*Y,g- Y -> Z, o mulțime compactă KcX și V P astfel încât g(f(K)) ⊂ V, adică Y, constantă pe toate elementele partițiilor și astfel încât g(pr (K)) ⊂ U Rămâne de arătat că mulțimea lV(pr (JQ, U) este deschisă în C(X, Y) Deoarece spațiul coeficient X /g este Hausdorff, atunci mulțimea K este închisă și, prin urmare, închisă și, prin urmare, imaginea sa inversă pr (/C) este de asemenea compactă În consecință, lV(pr (/f), U) este un set de prebază în C(X, Y) Rx Fie x GX, f &C(X, Y) și Y ∈ PY astfel încât fo(xo) € Y Deoarece maparea f este continuă, punctul x are o vecinătate U' astfel încât C Y Deoarece spațiul X este Hausdorff și local este compact, atunci punctul are apoi o vecinătate U a cărei închidere este compactă și este conținută în U' Rămâne de observat că /(m) £ Y pentru orice mapare f W = W(C [ , Y) și orice punct x & U adică Z este continuu, atunci punctul y are o vecinătate W astfel încât F(IV) c G Deoarece Y este Hausdorff și compact local, atunci punctul y are o vecinătate Y cu închidere compactă astfel încât C Y c W și, în consecință, F ( rr )(Cl Y) C G, adică F(rr ) € € W(C Y, G) Deoarece maparea F este continuă, punctul x are o vecinătate U astfel încât F(U) CIV(C Y, G) Atunci dacă (x y) £ C x Y, atunci F(rr) £IV(C V, G), deci f(x,y) = F(x)(y) £ G Astfel, f( U x Y) cG , adică maparea f este continuă Capitolul Construcţii topologice Ux Este suficient să arătăm că pentru orice mulțime compactă K ⊂ X, orice mulțime deschisă U ⊂ Y și orice mapare f W(K, U) există astfel de mulțimi compacte Kr, K , ■ ■ ■, Km ⊂ K și astfel de seturi deschise , U , , Um € Ei asta / e W(K^ U) n W(K , u ) n n W(Km, Um) CW(K, U) Fie xe K Deoarece f(x) EU, atunci există mulțimi Uf, Uf, , U* € astfel încât /(x) eUf !~\Uf Г\ Ci U*xc U Din Deoarece continuitatea lui f implică că există o vecinătate Gx a punctului x astfel încât f(Gx) € Uf C\Uf P P U* Deoarece X este compact local și Hausdorff, este regulat, prin urmare, punctul x are vecinătatea sa Vx astfel încât C Vx este o mulțime compactă și C Vx ⊂ Gx Deoarece mulțimea K este compactă, este acoperită de un număr finit de vecinătăți VXi, i = , , ,n Fie K, = K P C VXi, i = , , ,n, și Uij = UU, j = , , ,pXi Apoi setul nnw^u^) i=l J= este de dorit Vx În primul rând, observăm că din Aserția rezultă Sx că harta Φ este definită (adică pentru f ^ C(X, C(Y, Z}) într-adevăr Φ(/) ∈ C(X, C(Y) , Z))), și rezultă din Aserția Tx că dacă spațiul Y este local compact și Hausdorff, atunci Φ este inversabil ) Fie K QX și LqY mulțimi compacte, V Q,z Mulțimile de forma W(L, V) formează o prebază în C(K, Z) În virtutea lui Ux, mulțimile de forma W\K,W\L,Vy) formează o prebază în C(X,C(Y, Z)) Rămâne de observat că φ-DIDH, W(L, V))) = W(K x L, V) e X^°\X xY,Z) Prin urmare, maparea Φ este continuă ) Fie Q ⊂ X x Y o mulțime compactă și G ce Qz Fie Φ(U (Q, G)), deci, (X x Y)/s' x,y) este continuă Observăm că maparea Φ este constantă pe elementele partiției S, deci factorul său Φ: X/g -> -> C(Y, (X x K)/ ') este continuu Prin Aserțiunea Tx este continuă și maparea g : X/g x Y -> (X x Y)/gr, unde g(z, y) = Φ(z~)(y) Rămâne de observat că mapările g și f sunt reciproc inverse Capitolul x Elemente de algebră topologică În acest capitol, vom studia spațiile topologice care sunt strâns legate de grupuri: uneori spațiile în sine sunt grupuri (și toate mapările care decurg din considerentele de grup sunt continue), sau grupurile acționează asupra spațiilor topologice și, așa cum ar fi, constau din homeomorfisme de acest spatiu Acest material este legat de diferite ramuri ale matematicii și, deși joacă un rol esențial în ele, nu este atât de important în studiul topologiei generale Cel mai adesea, studiul acestuia poate fi amânat până când apare într-un mod semnificativ în alte cursuri de matematică (care se ocupă de grupuri de Lie, analiză funcțională etc ) În contextul cărții noastre, este interesant prin faptul că oferă o mare varietate de exemple și exerciții Conceptul de grup aparține algebrei În matematică bazată pe conceptul de mulțime, obiectele principale sunt mulțimi cu structuri suplimentare Până acum, am întâlnit doar câteva dintre cele mai importante dintre ele, cum ar fi topologia, metrica, ordinea parțială Topologia și metrica decurg din considerente geometrice Inițial, algebra s-a ocupat de operații pe numere, iar contribuția ei la contextul general al studiului structurilor pe o mulțime a fost introducerea diferitelor structuri legate de operațiile pe mulțimi Una dintre cele mai simple este structura grupului, care apare în contextul diferitelor probleme matematice Destul de des apare simultan cu o structură topologică asociată cu aceasta Subiectul algebrei topologice este studiul structurilor de grup și topologice în interacțiunea lor între ele În a doua parte a acestei cărți, dedicată topologiei algebrice, grupurile vor juca un rol mai semnificativ Deci deja în capitolul următor cititorul se va întâlni cu grupuri, va vedea din nou relația dintre topologie și algebră, spații și grupuri, dar interacțiunea lor va fi de altă natură Structurile spațiului topologic și grupul nu vor mai fi definite pe aceeași mulțime și, ca să spunem așa, vor coexista împreună Asemenea caracteristici algebrice precum grupul fundamental (grupurile de homotopie) vor transporta informații despre proprietățile topologice ale spațiului luat în considerare Capitolul x Elemente de algebră topologică § x Digresiune algebrică: grupuri și homomorfisme Această secțiune este inclusă în carte în principal pentru a reaminti cititorului definițiile și enunțurile de bază asociate conceptului de grup Nu intenționăm să oferim nicio prezentare completă a teoriei grupurilor în ea, deoarece sperăm că cititorul este familiarizat cu conceptul de grup, homomorfism, subgrup, grup de factori etc Dacă nu este cazul, atunci vă recomandăm cu tărie citirea unor manuale dedicate teoriei elementare de grup Cu o cultură matematică, care este absolut necesară pentru a putea înțelege materialul prezentat în cartea noastră, o astfel de lectură va fi în același timp simplă, plăcută și utilă La început, va fi suficient să citiți definițiile și să demonstrați teoremele formulate în această secțiune , x Conceptul de grup Amintiți-vă că un grup este o mulțime G în care este dată o operație de grup O operație de grup într-o mulțime G este o mapare w: G x G -> G care satisface următoarele trei condiții (așa-numitele axiome de grup); despre Asociativitate w(a, w(b, c)) = w(w(a, b), c) pentru toate a, b, c ∈ G o Existența unui element neutru Există un element e G astfel încât w(e, a) = w(a, e) = a pentru toate a e G o Existența unui element invers Pentru orice element a e G există un element b G astfel încât w(a, b) = w(b, a) = e Ah Unicitatea elementului neutru Există un singur element neutru în orice grup În Unicitatea elementului invers Pentru fiecare element al grupului, există un element invers unic Sch Primele exemple de grupuri Verificați dacă în fiecare caz avem într-adevăr de-a face cu un grup Care este elementul neutru din acest grup? Cum să găsiți elementul invers față de unul dat? ) Mulțimea G este mulțimea Z de numere întregi, operația de grup este adunarea: w(a, b) = a + b ) Mulțimea G este mulțimea de numere raționale pozitive, operația de grup este înmulțirea: co(a, b) = ab ) G - K, w(a, b) - a + b ) G = C, w(a, b) = a + b ) G = R\ , w(a, b) = ab ) G este mulțimea tuturor bijecțiilor unei mulțimi A asupra ei însuși, operația de grup este compoziția bijecțiilor: w(a, b) = a o b , x Cel mai simplu grup ) Poate un grup să fie gol? ) Poate consta dintr-un singur element? § x Digresiune algebrică: grupuri și homomorfisme Un grup format dintr-un element se numește trivial , x Rezolvarea ecuațiilor Fie dată o operație asociativă ai într-o mulțime G: GXG -> G Să se demonstreze că G cu operația introdusă este un grup dacă pentru orice elemente a, b ∈ G există elemente unice x, y ∈ G astfel încât a) (a, x) = b și a) (y, a) = b , x Notație aditivă și multiplicativă Notația introdusă mai sus nu este niciodată folosită! Singura excepție este definiția unui grup În schimb, notația multiplicativă sau aditivă este folosită în mod obișnuit În notația multiplicativă, operația de grup se numește atât înmulțire, cât și ca înmulțire: (a, b) b-► ab Elementul neutru se numește unitate și pentru acesta este folosită denumirea (sau d sau e) Elementul invers al lui a se notează cu a- O astfel de notație este firească, de exemplu, când luăm în considerare mulțimea numerelor raționale nenule cu înmulțirea obișnuită În notație aditivă, operația de grup se numește adunare și se notează ca adunare: (a, ) b-► a + b Elementul neutru se numește zero și pentru acesta se folosește notația Elementul invers al lui a se notează -a O astfel de notație este firească, de exemplu, dacă avem de-a face cu un grup de numere întregi în raport cu adunarea obișnuită O operație de grup w: G x G -> G se spune că este comutativă dacă pentru tot a, b ∈ G avem co(a, b) = a > (b, a) Un grup cu o operație de grup comutativ se numește comutativ sau abelian În mod tradițional, notația aditivă este folosită pentru grupurile abeliene Notația multiplicativă este utilizată atât în cazurile necomutative, cât și în cele comutative În cele ce urmează, vom folosi în mare parte notația multiplicativă Zx Verificați dacă un grup este: ) mulţime de un punct {a} cu operaţia aa = a; ) mulţimea Sn a tuturor bijecţiilor din mulţimea { , , , n}, în care operaţia este alcătuirea bijecţiilor (grupul simetric de ordinul n); ) mulţimea Rn sau Cn cu adunare în coordonate; ) mulţimea Hosheo(X) a tuturor homeomorfismelor unui spaţiu topologic X asupra lui însuşi, a cărui operaţie este compunerea homeomorfismelor; ) mulţimea GL(n, R) a tuturor matricelor n x n reale inversabile cu operaţia de înmulţire a matricei; b) mulţimea Maj(nxn, R) a tuturor (nxn)-matricilor reale cu operaţii de adunare a matricei; ) mulțimea tuturor submulților din mulțime X, în care operația este diferența simetrică a mulțimilor: (A, B) (A U B) \ (A P B); ) mulţimea Zn de clase de numere naturale congruente modulo n cu operaţia de adunare indusă prin adunarea numerelor naturale; ) mulţimea rădăcinilor complexe de gradul n din unitate cu operaţia de înmulţire; ) se setează R>o numere reale pozitive cu operație de înmulțire; ) setați S C C cu operație de înmulțire; ) ansamblul tuturor translațiilor paralele ale planului, operația în care este alcătuirea translațiilor Capitolul x Elemente de algebră topologică Proprietatea de asociativitate a operației garantează că pentru orice succesiune finită de elemente dintr-un grup dat, produsul lor este determinat în mod unic, care poate fi calculat prin înmulțirea succesivă în perechi a elementelor grupului Secvența înmulțirilor este determinată de modul în care sunt plasate parantezele, de exemplu, (a )(c(de)) sau a( ((cd)e)) Proprietatea asociativității înmulțirii asigură că rezultatul înmulțirii acestor elemente este independent de modul în care au fost plasate parantezele Dacă ar fi trei elemente în total, atunci parantezele ar putea fi aranjate în două moduri, iar egalitatea (ab)c = a ( c) înseamnă exact că înmulțirea este asociativă Dx Din proprietatea de asociativitate a operației, deduceți independența rezultatului înmulțirii a n elemente din ordinea în care sunt efectuate înmulțirile, determinată de modul în care sunt plasate parantezele Pentru fiecare element a din grupul G, egalitățile an+ = ana, a = și a~n = (a )n determină gradul său an, n ∈ Z Ex Demonstrați că operația de exponențiere are următoarele proprietăți: arach = ap+q și (a₽)' = apq Zx Omomorfisme O mapare f:G^H a unui grup G într-un grup H se numește homomorfism dacă f(xy') = pentru orice elemente x, y ∈ G x' Definiția de mai sus a unui homomorfism a fost dată în notație multiplicativă Cum va arăta dacă vom folosi notația aditivă? Și în cazul în care notația aditivă este folosită pentru un grup, în timp ce notația multiplicativă este folosită pentru celălalt? , x Fie a un element al unui grup multiplicativ G Harta Z -> G este definită de formula n un homomorfism? Fx Luați în considerare grupurile G și H Harta constantă G H care duce întregul grup G la un element neutru al grupului H este un homomorfism? Este orice altă hartă constantă G -> H un homomorfism? Gx Orice homomorfism ia un element neutru al unui grup într-un element neutru al altuia și oricare două elemente reciproc inverse ale acestui grup în unele reciproc inverse Nx Maparea identității oricărui grup este un homomorfism Compoziția homomorfismelor este un homomorfism Un homomorfism se numește epimorfism dacă este o suprajecție, un monomorfism dacă este o injecție, un izomorfism dacă este o bijecție IX O mapare inversă unui izomorfism este un izomorfism Se spune că două grupuri sunt izomorfe dacă există un izomorfism al uneia dintre ele pe cealaltă Jx Relația de izomorfism a grupurilor este o relație de echivalență , x Să se arate că grupul aditiv R este izomorf cu grupul multiplicativ R>o- § x Digresiune algebrică: grupuri și homomorfisme , x Subgrupuri O submulțime A a unui grup G se numește subgrup a unui grup G dacă, în primul rând, este invariantă în cadrul unei operații de grup în G (adică, ab ∈ A pentru orice a, b A), și în al doilea rând, mulțimea A în care operația este definită operația de grup în G este ea însăși un grup Să introducem următoarea notație Pentru orice submulțimi A și B ale unui grup G, notăm cu AB mulțimea tuturor produselor perechi ale elementelor acestor grupe: AB = {ab | a € A, b € B}, fie și A- = {a- | a € A} Kh O submulțime A a unui grup multiplicativ G este subgrupul său dacă AA cu A și A- cu A , x O submulțime cu un singur element constând dintr-un element neutru al unui grup este subgrupul său , x Demonstrați că o submulțime A a unui grup finit G este subgrupul său dacă AA ⊂ A , x Listați toate subgrupurile din grupul de aditivi Z , x Este GL(n,R) un subgrup al lui Mat(nxn,R)? (A se vedea desemnările în x ) Lx Imaginea oricărui homomorfism f: G -> H este un subgrup al grupului H Mx Fie f: G -> H un homomorfism, K un subgrup al lui H Atunci mulțimea φ-DK) este un subgrup al grupului G Cu alte cuvinte, imaginea inversă a unui subgrup față de homomorfism este un subgrup Fie f: G -> H un homomorfism Imaginea inversă / (e) a unui element neutru al grupului H se numește nucleul homomorfismului f și se notează cu Ker f Nx Corolarul Mx Miezul unui homomorfism este un subgrup Oh Un homomorfism este un monomorfism dacă nucleul său este trivial Rx Intersecția oricărui set de subgrupuri ale unui grup dat este subgrupul său Se spune că un subgrup H al unui grup G este generat de o submulțime S ⊂ G dacă este cel mai mic (prin includere) subgrup care conține această mulțime Qx Subgrupul generat de mulțimea S coincide cu intersecția tuturor subgrupurilor grupului G care conține mulțimea S Pe de altă parte, acest subgrup este mulțimea tuturor elementelor care sunt produse ale elementelor mulțimii S și ale elementelor inverse lor Elementele multimii care genereaza intregul grup G se numesc generatoare ale acestui grup Un grup generat de un element se numește ciclic Rx Un grup ciclic este format din toate puterile generatorului său (Adică dacă grupul G este ciclic și a este generatorul său, atunci G = {an | n e Z} ) Fiecare grup ciclic este abelian Ei Un subgrup H al unui grup G este ciclic dacă există un epimorfism /: Z -> H Capitolul x Elemente de algebră topologică Sx Fiecare subgrup al unui grup ciclic este ciclic Numărul de elemente ale unui grup finit G se numește ordinea acestui grup și se notează cu |G| Tx Fie G un grup ciclic finit Pentru orice divizor pozitiv d de ordinul |G| din acest grup există un unic subgrup H al grupului G a cărui ordine este egală cu d Fiecare element al oricărui grup generează un subgrup format din toate puterile sale Ordinea subgrupului generat de un element a ∈ G se numește ordinea elementului a Dacă subgrupul generat de un element a este infinit, atunci se spune că elementul a are o ordine infinită Pentru orice subgrup H al grupului G, seturile sale drepte sunt mulțimile Ha = {xa | x (= H}, a > G În mod similar, mulțimile aH sunt numite clasele sale din stânga (În loc de "coset" spunem și "clasa de costuri" ) Numărul de clase diferite din dreapta (sau stânga) pentru un subgrup H se numeste indicele acestui subgrup Ux teorema lui Lagrange Fie H un subgrup al unui grup finit G Atunci ordinul grupului H este un divizor al ordinului grupului G Un subgrup H al unui grup G se numește normal dacă aha- € H pentru toate elementele h H și a G, adică GHG- ⊂ H Subgrupurile normale sunt numite și divizori normali sau subgrupuri invariante Pentru orice subgrup normal, seturile din stânga coincid cu seturile din dreapta Setul de clase ale unui subgrup normal este un grup al cărui produs este definit de regula (aH)( H) = abH Grupul claset al unui subgrup H dintr-un grup G se numește grupul coeficient al lui G față de H și este notat cu G/H Vx Miezul oricărui homomorfism f: G -> H este un subgrup normal al grupului G Wx Imaginea f(G) a oricărui homomorfism f:G^H este izomorfă la coeficientul grupului G/Ker f al grupului G în raport cu nucleul homomorfismului f Xx Grupul de factori K/Z este izomorf din punct de vedere canonic cu grupul S Descrie imaginea grupului Q cu K sub acest izomorfism Yx Fie A un subgrup normal, B un subgrup al unui grup G Atunci AH este, de asemenea, un subgrup al lui G, iar A OB un subgrup normal al lui B, cu AB/A = B/AC \ B § x Grupuri topologice , x Definirea grupului topologic Un grup topologic este o mulțime G pe care sunt date atât structurile topologice, cât și cele de grup Este necesar ca mapările G x G -> G; (x, y) b -> xy și G -> G: x b -> x- au fost continue § x Grupuri topologice IX Fie G atât un grup cât și un spațiu topologic Demonstrați că mapările cv: GXG -> G: (m, y) i -" xy și o: G -> G: x i -" x~ sunt continue dacă maparea / : G xG -> G: ( x y ) i-" xy~r , x Demonstrați că pentru orice grup topologic G maparea G -> -> G: x i -> x~r este un homeomorfism Zx Fie G un grup topologic, X un spațiu topologic și f,g : X -> G hărți continue într-un punct xq ∈ X Demonstrați că hărțile X -> G: x n-► /(m)g(a : ) și X -> G: x n-" (/(m)) vor fi și ele continue în punctul xq Ah Orice grup dotat cu o structură topologică discretă este un grup topologic , ore Va exista un grup topologic dotat cu o structură topologică antidiscretă? , x Exemple de grupuri topologice În Grupurile enumerate în Problema Cx și dotate cu topologia standard sunt grupuri topologice , x Cercul unitar S = {z € С | |z| = } cu operația de înmulțire și structura topologică standard este un grup topologic , x Sunt grupuri topologice: ) spațiile Rn, Cn și Hn cu adunare în coordonate; ) mulțimile Mat(nxn,IR), Mat(nxn,C) și Mat(nxn,H) ale tuturor (nxn)-matricilor cu coeficienți reali, complexi și, respectiv, cuaternioni, în care operația este matriceală adiție, iar topologia este topologia spațială (identificăm Mat(nxn IR) cu Rn , Mat(nxn,C) cu С și Mat(nxn,Н) cu Hn ); ) mulțimile GL(n,R), GL(n,C) și GL(n,H) ale tuturor matricilor inversabile (nxn) cu coeficienți reali, complexi și, respectiv, cuaternioni, operația în care este multiplicarea matricei și topologia indusă prin încorporarea GL(n, K) C Mat(nxn, K) (unde K = R, C sau H); ) setează SL(n,IR), SL(n,C), O(n), O(n,C), U(n), SO(n), SO(n,C), SU(n) și alte subgrupuri ale grupelor GL(n, K) cu K = R, C și H , x Pe grupul R cu operația de adunare se introduce o structură topologică diferită de cele standard, discrete și antidiscrete, astfel încât ca rezultat să obținem un grup topologic , x Găsiți o pereche de grupuri topologice care sunt homeomorfe ca spații topologice, dar nu izomorfe ca grupuri , x Să definim în mulțimea G=[ ;l) (cu structura topologică standard) operația de adunare iv(x, y) == x + y (mod ) G este un grup topologic? , x Autohomeomorfisme care fac un grup topologic omogen Autocartările unui grup G, definite prin formulele x -► ax și x i - ► xa, se numesc deplasări la stânga și, respectiv, la dreapta și sunt notate cu La și Ra Rețineți că La° Lb = Lab, în timp ce Rao Rb = Rba (pentru a corecta ultima relație, unii autori definesc o deplasare la dreapta ca o mapare x b-► rea- ) Capitolul x Elemente de algebră topologică Sch Deplasările la stânga și la dreapta sunt autohomeomorfisme ale grupului topologic Conjugarea generată de elementul a al grupului G este maparea G -> G: Dx Fiecare conjugare este un autohomeomorfism al unui grup topologic Următoarea proprietate a unui grup topologic arată o anumită "omogenitate" a structurii topologice a grupului Ex Pentru orice mulțime deschisă U din grupul topologic G și pentru oricare dintre elementele sale x & G, mulțimile xU, Ux tl U~' sunt deschise Da Este adevărată o afirmație similară pentru seturile închise? Ei Demonstrați că dacă U și V sunt submulțimi ale unui grup topologic și mulțimea U este deschisă, atunci UV și VU sunt mulțimi deschise Va rămâne adevărat analogul afirmației anterioare pentru o mulțime închisă? , x Care dintre următoarele subgrupe ale grupului aditiv R sunt mulțimi închise: ) ) l/ ; ) Z+V Z? Fx Demonstrați că dacă mulțimea U este compactă și mulțimea V este închisă, atunci mulțimile UV și VU sunt de asemenea închise -Fx l Se consideră submulțimile disjunse F și C ale grupului topologic G Dacă mulțimea F este închisă și C este compactă, atunci există o vecinătate V de unitate astfel încât mulțimea CV U EC nu se intersectează cu F Dacă grupul topologic G este local compact, atunci vecinătatea V poate fi aleasă astfel: astfel încât mulţimea CI (CE U EC) să fie compactă , x Cartier Gx Dacă Γ este o bază de vecinătăți ale identității din grupul topologic G, atunci E = {aU | și € G, U € Г} este baza topologiei din G O submulțime A a unui grup G se numește simetrică dacă A- = A Nx Fiecare vecinătate a identității unui grup topologic conține o vecinătate simetrică a identității IX Pentru orice vecinătate U a identității unui grup topologic, există o vecinătate E a identității astfel încât EE c U h Pentru orice vecinătate U a identității grupului topologic și orice număr natural n, există o vecinătate simetrică V a identității astfel încât vn ⊂ U h Dacă V este o vecinătate simetrică a identității unui grup topologic, atunci mulțimea (Jn=i Vp este un subgrup al acestui grup, care este atât deschis, cât și închis , x Fie G un grup și E un set de submulțimi Demonstrați că pentru a exista o structură topologică pe grupul G în care mulțimea S § x Grupuri topologice este o bază de vecinătăți de unitate în raport cu care G este un grup topologic, este necesar și suficient ca colecția £ să îndeplinească următoarele cinci condiții: ) fiecare dintre mulțimile U £ £ conține identitatea grupului G, ) pentru fiecare element x ~ U ~ £ există o mulțime V ~ £ astfel încât xV ~ U, ) pentru fiecare mulțime U € £ există o mulțime V € £ astfel încât V- ⊂ V, ) pentru fiecare mulțime U € £ există o mulțime V € £ astfel încât VV ⊂ U, ) pentru fiecare element x € G şi mulţime U £ £ există o mulţime V £ £ astfel încât V ~ x~lUx Jx Mister În ce sens includerea IX seamănă cu inegalitatea triunghiului? Ch Fie C o submulțime compactă a unui grup topologic G Demonstrați că pentru fiecare vecinătate U a identității grupului există o vecinătate V a identității astfel încât pentru fiecare element x EC includerea V ⊂ x~ux este valabilă , x Axiome de separabilitate Lx Un grup topologic este Hausdorff dacă satisface prima axiomă de separare, dacă mulțimea de un punct { } este închisă Mx Un grup topologic este Hausdorff dacă intersecția tuturor vecinătăților unității coincide cu { } Nx Dacă identitatea unui grup topologic este închisă, atunci acest grup topologic satisface cea de-a treia axiomă de separare Folosiți următoarea afirmație pentru a dovedi Nx l- Pentru fiecare vecinătate U a identității din grupul topologic G, există o vecinătate V a identității astfel încât C V ⊂ U Oh Consecinţă În grupurile topologice, primele trei axiome de separare sunt echivalente h Demonstrați că un grup finit G are exact la fel de multe structuri topologice față de care este un grup topologic, câte subgrupuri normale există în G Mai precis, pentru fiecare subgrup normal N al unui grup finit G, mulțimile gN, g EG formează baza unei structuri topologice compatibile cu structura grupului , x Axiomele numărabilității Rx Dacă Γ este o bază de vecinătăți la identitatea grupului topologic G și mulțimea S este densă în G, atunci mulțimea E = {aU | iar € S,U € Г} este baza topologiei grupului G (Compară Gxn H ) Qx Consecinţă Fiecare grup topologic separabil care satisface prima axiomă de numărabilitate satisface cea de-a doua axiomă de numărabilitate , x* (Compară Zx) Orice grup topologic care satisface prima axiomă a separabilității și a doua axiomă a numărabilității este metrizabilă Capitolul x Elemente de algebră topologică § x Constructii , x Subgrupuri Ah Dacă H este un subgrup al unui grup topologic G, atunci H este un grup topologic în raport cu grupul și structurile topologice pe care le moștenește din grupul G , x Fie H un subgrup al unui grup abelian G Demonstrați că pentru fiecare structură de grup topologic pe H și baza de topologie la identitate există o structură de grup topologic pe G cu aceeași bază de vecinătate la identitate , x Demonstrați că un subgrup al unui grup topologic este deschis dacă interiorul său este nevid Zx Demonstrați că fiecare subgrup deschis al unui grup topologic este de asemenea închis &> Demonstrați că fiecare subgrup închis de indice finit este deschis , x Dați un exemplu de subgrup al unui grup topologic care: ) închis, dar nu deschis; ) nu deschis și nu închis , x Demonstrați că topologia indusă pe un subgrup al unui grup topologic este discretă dacă acest subgrup conține un punct izolat , x Demonstrați că un subgrup H al unui grup topologic G este închis dacă există o mulțime deschisă U astfel încât U П Н = U П CI Н , adică dacă Н este închis local cel puțin în unul dintre punctele sale , x Demonstrați că dacă H nu este un subgrup închis al grupului topologic G, atunci mulțimea C H x H este densă în C H , x Închiderea unui subgrup al unui grup topologic este un subgrup al acestui grup Da Este adevărat că interiorul unui subgrup al unui grup topologic este un subgrup al acestui grup? În Un grup topologic conectat este generat de orice vecinătate a identității acestui grup Sch Fie H un subgrup al lui G Să introducem relația: a ~ dacă ab- ∈ H Să se demonstreze că această relație este o relație de echivalență ale cărei clase de echivalență coincid cu seturile drepte ale subgrupului H Ei Care este analogul instrucțiunii Cx pentru clasele din stânga? Mulțimea claselor din stânga a unui subgrup H din G este notă cu G/H ansamblul claselor corecte prin H\G Dacă G este un grup topologic, mulțimile G/H și H\G sunt înzestrate cu structura topologică a unui spațiu de coeficient și se numesc spații clase Dx Pentru orice grup topologic G și subgrupul său H, proiecțiile naturale G -> G/H și G -> H\G sunt mapări deschise Ex Spațiul claselor din stânga (și din dreapta) a unui subgrup închis al unui grup topologic este regulat Fx Dacă subgrupa Η a lui G și, de asemenea, spațiul G/H sunt compacte, atunci grupul G însuși este de asemenea compact; dacă subgrupul H al grupului G și, de asemenea § x Constructii spațiul G/ H sunt conectate, apoi grupul G însuși este conectat Gx Dacă un subgrup H al unui grup G este conectat, atunci imaginea inversă a oricărei componente a spațiului G/H este o componentă a grupului G Considerați grupul SO(n - ) ca un subgrup al SO(n) Dacă n > , atunci spațiul SO(n)/SO(n - ) este homeomorf la Sn , x Pentru orice n grupele SO(n), U(n), SU(n), Sp(n) sunt compacte și conectate Câte componente conexe au grupurile O(n), O(p,q) (O(p,q'j este grupul tuturor transformărilor liniare ale spațiului care păstrează forma pătratică) , x Subgrupuri normale Nx Demonstrați că închiderea unui subgrup normal al unui grup topologic G este un subgrup normal al lui G IX Componenta conexă a identității într-un grup topologic este un subgrup normal închis al acestui grup h Componenta identității conectată la cale într-un grup topologic este un subgrup normal al acestui grup Jx Grupul de factori al unui grup topologic este un grup topologic Kh Proiecția naturală a unui grup topologic pe grupul său de factori este o mapare deschisă Lx Grupul de factori al unui grup care satisface prima (a doua) axiomă a numărabilității satisface prima (respectiv, a doua) axiomă a numărabilității Mx Grupul de factori G/H al unui grup topologic G este regulat dacă subgrupul H este închis Nx Demonstrați că un subgrup normal H este deschis într-un grup topologic G dacă grupul de factori G/H este discret Centrul unui grup G este mulțimea C(G) = {x e GI xg = gx pentru toate g&G} h Fiecare subgrup normal discret al unui grup topologic conex G este conținut în centrul C(G) al acestui grup Zx Omomorfisme Dacă G și H sunt grupuri topologice, atunci o hartă f: G -* H se numește homomorfism dacă este continuă și este homomorfism din punct de vedere algebric Oh Un homomorfism de grup de la un grup topologic la altul este un homomorfism în sensul grupurilor topologice dacă este continuu la identitate Toate conceptele teoretice de grup se transferă la grupuri topologice fără modificare Singurul lucru care este inclus suplimentar în definiții este legat de existența unei structuri topologice pe grupuri În special, în teoria grupurilor, un izomorfism este un homomorfism reversibil Maparea inversă a acesteia este automat un homomorfism Capitolul x Elemente de algebră topologică În teoria grupurilor topologice, o condiție suplimentară trebuie inserată în însăși definiția unui izomorfism Și anume, un izomorfism al unui grup topologic pe altul este un homomorfism inversabil al cărui invers este și un homomorfism Cu alte cuvinte, în teoria grupurilor topologice, prin izomorfism înțelegem o mapare care este un izomorfism în sens algebric și un homeomorfism al spațiilor topologice Demonstrați că maparea f: [ ; ) -> S : x i -> e '!Trx este un homomorfism (al grupelor topologice) Rx Un epimorfism f ^ G -'H este o mapare deschisă dacă factorul său injectiv f = G/Kerf -> H este un izomorfism Qx Epimorfismul unui grup topologic compact pe un grup topologic cu identitate închisă este o mapare deschisă Rx Demonstrați că grupul de factori K/Z este izomorf cu grupul multiplicativ S ⊂ C , x Izomorfisme locale Fie G și H grupuri topologice Un izomorfism local al unui grup G într-un grup H este un homeomorfism f al unei vecinătăți U a identității din grupul G pe o vecinătate V a identității din grupul H astfel încât ) f(xy) = pentru tot x, y € U astfel încât xy g U, ) /^'(zt) = / (z)/ (t) pentru toți z,t € V astfel încât zt € V Grupurile topologice sunt numite local izomorfe dacă există un izomorfism local al uneia dintre ele în alta Sx Grupurile topologice izomorfe sunt izomorfe local Tx Grupul aditiv R al numerelor reale și grupul multiplicativ S al numerelor complexe modulo sunt izomorfe local, dar nu izomorfe h Demonstrați că relația de izomorfism local este o relație de echivalență pe clasa tuturor grupurilor topologice , x Găsiți vecinătăți ale unităților din R și S și un homeomorfism între ele care îndeplinesc prima condiție din definiția unui izomorfism local, dar nu o satisfac pe a doua - ani Demonstrați că pentru orice homeomorfism de la o vecinătate a identității unui grup topologic la o vecinătate a identității altuia care satisface prima condiție din definiția unui homeomorfism local, există un izomorfism local care este subharta sa , x Lucrări directe Fie G și H grupuri topologice În teoria grupurilor, produsul G x H este dotat cu o structură de grup: (x, u)(y, v) = (xy, uv) În topologie, produsul spațiilor topologice a fost definit (vezi § ) Ux Produsul grupurilor topologice este un grup topologic § x Constructii Astfel, G x H este un grup topologic, care se numește produsul direct al grupelor G și H Cu acest produs sunt asociate patru homomorfisme canonice: două homomorfisme de incluziune ia : G -> G x H: g b -> ( m , ) n : H -> G x H: x ( , x), fiecare dintre acestea fiind un monomorfism, și două proiecții pG: G x H G- (x, y) hirn- GxH-*H: (x, y) y, fiecare dintre acestea fiind un epimorfism h Demonstrați că grupele topologice G x H/g(nH) și G sunt izomorfe IX Înmulțirea grupurilor topologice este comutativă și asociativă: GX H este izomorfă canonic cu H x G, iar G x (// x K) este izomorfă canonic cu (G x H) x K Se spune că un grup topologic G se descompune într-un produs direct al subgrupurilor sale A și B dacă harta AxB -> G: (xxy) > xy este un izomorfism În acest caz, grupul G este de obicei identificat cu produsul Ax B Să presupunem că grupul G se descompune într-un produs direct al subgrupurilor sale A și B în sens algebric Reamintim că acesta este cazul când A și B generează un grup G, sunt subgrupurile sale normale și A P B = { } Prin urmare, dacă aceste condiții sunt îndeplinite, atunci harta A x B -> -> G: (x, y) xy este un izomorfism , x* Demonstrați că în situația descrisă, harta A x B -> G: (x, y) i-► xy este continuă Dați un exemplu în care homomorfismul invers nu este continuu Vx Demonstrați că dacă un grup topologic compact Hausdorff G se descompune într-un produs direct al subgrupurilor sale închise în sens algebric, atunci G este produsul lor direct (și în sens topologic) h Demonstrați că grupul multiplicativ K\ de numere reale este izomorf (ca grup topologic) la produsul direct al grupului multiplicativ S° = { ,- } și al grupului multiplicativ IR* = {x GR | x > } h Demonstrați că grupul multiplicativ С \ de numere complexe este izomorf (ca grup topologic) la produsul direct al grupului multiplicativ S = {z € С I |z| = } și grupul multiplicativ R^j h Demonstrați că grupul multiplicativ ?I \ de cuaternioni este izomorf (ca grup topologic) la produsul direct al grupului multiplicativ S = {z€H||z| = }h a grupului multiplicativ IR* h Demonstrați că subgrupul S' = { , - } al grupului Sa = {z ~ H | |z| = } nu este factorul său direct h Găsiți un grup topologic homeomorf la RF Fie grupul G să conțină un subgrup normal A și un subgrup B astfel încât AB = G și A P B - {Io} Dacă și subgrupul B este normal, atunci G este un produs direct al lui A x B În caz contrar, se vorbește de a produs semidirect Wx Fie un grup topologic G un produs semidirect al subgrupurilor sale A și B Dacă pentru orice vecinătăți U C A și V C B de unitate produsul lor UV conține și o vecinătate de unitate, atunci spațiul G este homeomorf cu produsul A x B Capitolul x Elemente de algebră topologică , x Grupuri de homeomorfism Notăm prin Homeo A grupul de homeomorfisme ale unui spațiu topologic X Reamintim că operația de grup în acest grup este compoziția homeomorfismelor Pentru a o face topologică, schimbăm structura topologică pe spațiul homeomorfismelor în comparație cu topologia compact-deschisă pe spațiul C(X,X) Xx Setul de mulțimi de forma IDS, C ) și (U (C, C))- luate pentru toate submulțimile compacte C C X și toate submulțimile deschise U C X este o prebază a unei structuri topologice din grupul Homeo X Peste tot mai jos presupunem că o structură topologică este dată pe spațiul Homeo A" cu prebaza descrisă în Xx Yx Dacă spațiul X este Hausdorff și compact local, atunci Homeo X este un grup topologic Yx l Dacă X este Hausdorff și compact local, atunci ip de mapare: HomeoX x HomeoX -> Homeo A-: (g, h) -> goh este continuă Secțiunea x Acțiuni ale grupurilor topologice IX Acțiune de grup pe un set O acțiune din stânga a unui grup G pe o mulțime X este o mapare G x X -> X: ( gx astfel încât Ix = x pentru orice x € X și {gh)x = g(hx ) pentru orice x E X și orice g,hEG Mulțimea X pe care este dată o astfel de acțiune se numește G-set stânga G-seturile corecte sunt definite într-un mod similar Ah Pe orice G-set X din stânga se definește formula (x, g') g~]x acțiunea corectă a grupului G În Fie X un G-set stânga Atunci pentru orice d & G maparea XX: x dx este o bijecție Se spune că o acțiune din stânga a unui grup G pe X este eficientă dacă, pentru orice element non-identic q din G, harta x qx nu este identitatea O mapare f: Xr -> X de la un G-set stânga la altul se spune că este G-echivariantă dacă f(gx) = gf(x) pentru toate x ∈ X }g ∈ G Spunem că X este un G-set omogen stâng (sau că G acţionează tranzitiv asupra lui X) dacă pentru orice x, y ∈ X există un element g eG astfel încât y = gx Cu modificări evidente, aceeași terminologie se aplică acțiunilor în justiție Sch Acțiunea naturală a grupului G asupra mulțimilor G/H și H\G le transformă în G-mulțimi omogene din stânga și respectiv din dreapta Fie X un G-set omogen stâng Se consideră un punct x&X și o mulțime Gx = {g &G\gx= x} Evident, Gx este un subgrup al grupului G Subgrupul Gx se numește subgrup izotrop corespunzător punctului x § x Grupuri topologice care acționează Dx Orice G-set X omogen din stânga (dreapta) este izomorfă cu G/H (respectiv, H\G), unde H desemnează subgrupul izotrop corespunzător unui punct al mulțimii X -Dx l Toate subgrupurile izotrope Gx, xE X sunt conjugate în perechi Normalizatorul N( ) al unui subgrup H al unui grup G este mulțimea {g e &G\ dHg~] = H} Cu alte cuvinte, un normalizator este cel mai mare subgrup al lui G care conține H ca subgrup normal Ex Grupul tuturor automorfismelor unui G-set omogen A" este izomorf cu grupul în care H este un subgrup izotrop corespunzător unor al doilea punct al setului X Ex Dacă subgrupurile izotrope corespunzătoare punctelor x y și X coincid între ele, atunci există un autoizomorfism al G-set X care duce X la y , x Acțiune continuă Un spațiu G stâng este un spațiu topologic X pe care este dată o acțiune din stânga a unui grup topologic G astfel încât maparea G x X -> X este continuă Toate definițiile legate de conceptul de G-seturi se transferă într-un mod natural la G-spații Rețineți că, dacă grupul G este discret, atunci oricare dintre acțiunile sale este dată de o mapare continuă și, prin urmare, oricare dintre acțiunile sale definește un spațiu G Fx Fie X un spațiu G stâng Maparea naturală p-, G -> HomeoA indusă de acțiunea lui G asupra X este un homomorfism de grup Gx Sub ipotezele afirmației anterioare, dacă, în plus, spațiul X este Hausdorff și local compact, atunci homomorfismul G -> -> HorneoA este continuu , x Verificați dacă acțiunea unui grup topologic dat asupra unui spațiu topologic dat este continuă și dacă homomorfismul G -> Homeo X este continuu? ) G este un grup topologic, X = G și G acționează asupra lui X prin deplasări la stânga (sau la dreapta) sau prin conjugare; ) G este un grup topologic, H este subgrupul său, X = G/H, iar G acţionează asupra lui X prin formula g(aH) = (da)H', ) G = GL(n, K) (unde K = R, C sau H) și G acționează în Kn în mod standard (ca înmulțirea unei matrice cu un vector); ) G = GL(ny K) (unde K = R, C sau I) și acționează în KP*" prin intermediul înmulțirii matriceale; ) G = O(n,R) și G acționează în S - prin multiplicarea matricei; ) grupul aditiv R acționează asupra torusului S X X S conform regulii (wi, , wr) ► (e 'riaitwi, ye martwr)', o astfel de acțiune se numește irațională curge dacă numerele a^, , ar sunt liniar independente de Q Rețineți că, dacă acțiunea lui G asupra X nu este eficientă, atunci putem considera nucleul său GKer = {g&G\gx=x pentru toate x X}, care este Capitolul x Elemente de algebră topologică este un subgrup normal închis al lui G Grupul topologic G/GKer acționează în mod natural și eficient asupra lui X Nx Formula gGKcr (z) = gx definește o acțiune continuă efectivă a grupului G/GKer asupra spațiului X Se spune că un grup G acţionează complet discontinuu pe un spaţiu X dacă, pentru orice mulţime compactă C cu X, mulţimea {g & G | qS P C } este finit IX Dacă grupul G acționează complet discontinuu și eficient asupra unui spațiu X local compact Hausdorff, atunci y?(G) este o submulțime discretă a NoteoA" (Aici, ca și înainte, p: G -> HomoA este monomorfismul indus de acțiunea G ) În special, G este un grup topologic discret , x Enumerați (până la similitudine) toate triunghiurile din planul X pentru care grupul generat de simetrii față de laturile lor acționează complet discontinuu în IR , x Spații de orbită Fie X un spațiu G Pentru x € X mulțimea G(x) = {dx | q € G} se numește orbita punctului x Tranzitivitatea acțiunii lui G asupra X înseamnă că există o singură orbită în spațiul X - întreg spațiul Pentru submulțimile A cu A- și E cu G, se stabilește E(A) = {da | e € E,a € A} Notăm mulțimea tuturor orbitelor cu X[G și o dotăm cu topologia coeficientului Jx Dacă un grup topologic compact G acţionează asupra unui spaţiu topologic Hausdorff X, atunci pentru orice punct x & X harta canonică G/Gx -> G(x) este un homeomorfism Zx Dați un exemplu de spațiu G Hausdorff X, pentru care, totuși, spațiul coeficient G/Gx nu este homeomorf cu G(z) Ch Dacă un grup topologic compact G acţionează asupra unui spaţiu Hausdorff compact A-, atunci X/G este un spaţiu Hausdorff compact Dacă grupul G este compact, atunci pentru orice spațiu G X mulțimea G(A) va fi închisă (compact) dacă mulțimea A C X este închisă (respectiv compactă) , x Se consideră acțiunea canonică a grupului multiplicativ G = R* pe X = R: (s, t) i-> st Găsiți toate orbitele și subgrupurile izotrope ale acesteia Descrieți spațiul orbitelor X/G , x* Fie G un grup generat de simetrii față de laturile unui triunghi din R Descrieți acest grup și spațiul orbital R /G - x Fie G grupul din problema x, iar H subgrupul său de indice , constând din transformări care păstrează orientarea ale planului Descrieți acest grup și spațiul orbitelor R /G , x Se consideră acțiunea diagonală a torului G= (S )n+ pe X = CPn dată de regulă (zo, Zi, ,zn) b-> ('âozoj'âiZi, ,znn) Găsiți toate orbitele și subgrupurile izotrope ale acesteia Descrieți spațiul orbitelor X/G § x Acțiuni ale grupurilor topologice , x Se consideră acțiunea canonică (generată de o permutare a coordonatelor) a grupului simetric G = Symm(n) în X = Rn; X = Sp Găsiți toate orbitele și subgrupurile izotrope Descrieți spațiul orbitelor X/G , x Să considerăm acțiunea grupului G = SO( ) asupra spațiului X al tuturor matricelor ( x ) simetrice cu urmă zero prin conjugare Găsiți toate orbitele și subgrupurile izotrope Descrieți spațiul orbitelor X/G , x Spații omogene Un spațiu G se numește omogen dacă grupul G acționează tranzitiv asupra lui Lx Orice grup topologic G este un R-spațiu omogen în raport cu acțiunea oricăreia dintre subgrupurile sale prin deplasări Spațiul coeficient G/H este un spațiu G omogen în raport cu acțiunea grupului G Mx Fie X un spațiu G Dacă X și G sunt compacte local și G are o topologie de bază numărabilă, atunci pentru orice punct xX spațiul X este homeomorf față de spațiul coeficient G/Gx Nx Fie X un spațiu G omogen O hartă canonică G/Gx -> X este un homeomorfism dacă este deschisă Lor Arătați că O(n)/O(n - ) = Sn și U(n)/U(n - ) = S "- Arătați că O(n - l)/(O(n) x ( )) = RPn și U(n - l)/(U(n) x ( ( )) = CPn , x Să se arate că Sp(n)/Sp(n - ) = S n , unde Sp(n) = {A e GL(H) | AA* = £?} h Reprezentați torul S x S și sticla Klein ca spații omogene h Descrieți spații omogene în termeni geometrici: ) O(p)/O( )p; ) O(n)/(O(fc) x O(n - k))- ) O(n)/(SO(fc) x O(n - fc)); ) O(n)/O(k) , * Imaginează-ți S X S ca un spațiu omogen h Descrieți spațiul orbitei SO(n, l)/SO(n) Capitolul x Elemente de algebră topologică Dovezi și comentarii Ah Acest lucru este așa, deoarece orice mapare dintr-un spațiu topologic discret este continuă În În cazurile în care grupul este finit, înzestrează-l cu o structură topologică discretă; în virtutea lui Ah, va deveni topologic Exemple mai semnificative sunt discutate mai târziu (vezi x x) Sch Orice deplasare este continuă, iar deplasările date de elementele a și a- sunt reciproc inverse Dx Similar cu dovada Aserției Cx Ex Pentru orice multime deschisa U, aceste multimi sunt imaginile sale sub homeomorfisme, respectiv: deplasarea la stanga cu elementul x, deplasarea la dreapta de catre acest element, luand elementul invers Fx Pentru fiecare punct xC alegem o vecinătate Vx a identității astfel încât vecinătatea xVx să nu intersecteze mulțimea F Cu , x există o vecinătate Wx a identității astfel încât Wx ⊂ Vx Deoarece mulțimea C este compactă, are o acoperire finită de mulțimile IVi = ZiWaj, , Wn = xnWXn Fie V, = p|"= WXi Atunci cv, c Ijw v CU ^W Xi C și ^VXi i= i= i=l Astfel, mulţimea CV, nu intersectează F În mod similar, o vecinătate V este construită astfel încât mulţimea V C să nu intersecteze F Vecinătatea V=V,Γ\V are proprietatea cerută Dacă G este un grup compact local, atunci ar trebui să luăm un cartier Vx cu închidere compactă Fx Fie x uv Deoarece mulțimile U și xV~] nu se intersectează, atunci, prin Fx l, există o vecinătate W de unitate astfel încât mulțimile WU și x, V~' sunt disjunctive Prin urmare, mulțimea W~'x nu se intersectează cu UV prin urmare complementul UV este un set deschis Gx Fie mulțimea V deschisă în G și fie V atunci aU CE Având în vedere atributul bazei topologiei date, E este baza topologiei grupului G Nx Dacă U este o vecinătate a unității, atunci U ∩ U~' este o vecinătate simetrică a unității IX Din continuitatea înmulțirii rezultă că există vecinătăți V și V de unitate astfel încât W C U Dacă V = V, P V , atunci VV C U Ch Fie W o vecinătate simetrică de unitate astfel încât W ⊂ U Alegem o acoperire finită C de mulțimi de forma W , = x,W, ,Wn = xnW, unde x,, ,xneC Punem V = ("'|(xII/x ) Este clar că V este o vecinătate a unității Dacă xe C, atunci există un element w, € U , astfel încât x = x, Wi x~'Vx = w~ x~ Vxiwi C w~ Wwi C IV C U Dovezi și comentarii Lx Dacă mulțimea { } este închisă, atunci toate submulțimile cu un punct din acest grup topologic sunt închise, deci G satisface prima axiomă de separabilitate când { } este o mulțime închisă Să demonstrăm că în acest caz G este și Hausdorff Fie q și U o vecinătate de unitate care nu conține elementul g Prin Ux există o vecinătate simetrică V de unitate astfel încât V ⊂ U Demonstrați că mulțimile gV și V nu se intersectează și deduc din aceasta că grupul topologic dat este Hausdorff Mx eu =>| Vezi C eu U mulțimile gV și V nu se vor intersecta De aici CIVCU Rx Se consideră o mulțime deschisă W și un element g € W Alegem o vecinătate simetrică V a identității astfel încât V ⊂ W Există o vecinătate U & Γ a identității astfel încât U CV Există un punct a S astfel încât un € € gU~' Atunci q aU și a gU~' cu qV~' = qV Prin urmare, aU C AV C qV C W În Urmează de la x Dx Acest lucru se întâmplă deoarece pentru fiecare set U deschis în G, setul UH (respectiv HU) este deschis și în G Ex Spațiul G/H satisface prima axiomă de separabilitate, deoarece pentru fiecare element g £ G mulțimea qH este închisă în G Deoarece fiecare mulțime deschisă în G/H are forma {qH | e U} (pentru un set deschis U în G) atunci este suficient să verificăm că pentru orice vecinătate U a identității din grupul G există o vecinătate V a identității astfel încât C (VH) ⊂ UH Fie V o vecinătate simetrică de unitate astfel încât V ⊂ C , vezi Tskh Dacă x & CI VH, atunci există un element vh în vecinătatea lui Vx, unde v & V și h& H Prin urmare, există un element v' e V astfel încât vh'x = vh Prin urmare, x € V~rVH = V HCUH Fx Să demonstrăm că dacă subgrupul Η este compact, atunci proiecția p: G -> -> G/H este închisă Fie mulțimea F c G închisă și x FH În virtutea lui Fx, mulțimea FH este închisă, ceea ce înseamnă că punctul x are o vecinătate U care nu se intersectează cu FH, deci mulțimile UH și FH nu se intersectează Astfel, am găsit o mulțime deschisă saturată în G care nu se intersectează cu saturația mulțimii închise F, de unde proiecția este închisă Să considerăm o familie centrată arbitrară de mulțimi închise în G Prin ceea ce s-a dovedit, imaginile lor sub proiecția p formează o familie centrată de mulțimi închise, care, datorită compactității lui G/H, are o intersecție nevidă Prin urmare, există un punct q & G astfel încât intersecțiile tuturor mulțimilor din familia originală cu mulțimea qH formează Capitolul x Elemente de algebră topologică sistem centrat de seturi închise Datorită compactității lui dH, intersecția tuturor mulțimilor acestui sistem este nevidă, deci grupul G este compact Să demonstrăm acum că G este conectat cu condiția ca subgrupul H și spațiul G/H să fie conexate Fie G = UUV, unde U și V sunt deschise în G, negoale și nu se intersectează Din conectivitatea oricărei clase dH, g&G rezultă că fiecare dintre ele este cuprins în întregime într-una dintre mulțimile deschise, U sau V Astfel, grupul G se descompune în unirea a două mulțimi deschise și saturate, ceea ce contrazice conexiunea spațiului G/H Gx Folosiți un argument similar cu dovada că grupul este conectat din Instrucțiunea Fx Nx Aşa este, pentru că dacă aHa~' c H, atunci a C (H)a" = SCAHaG ) cu C (H) IX Fie C componenta conexă a unității Ca orice componentă conectată, setul C este închis Deoarece mulțimea C- este conexă și conține unitatea, atunci C- ⊂ C Pentru orice element g C C, mulțimea gC este conexă și se intersectează cu C, deci gC ⊂ C Prin urmare, C este un subgrup În cele din urmă, pentru orice geG setul gCg~' este conectat și conține unitatea, deci gCg~] c C, deci C este un subgrup normal Jx Fie G un grup topologic, H subgrupul său normal, a, b ∈ G Considerăm în G/H o vecinătate arbitrară a clasei abH', imaginea sa inversă în grupul G este multimea deschisă IV, constând din clasele subgrupa H și care conține în special, W este o vecinătate a punctului ab Deoarece G este un grup topologic, există vecinătăți U și V ale punctelor a și, respectiv, b, astfel încât UV ⊂ W Atunci (UH)(V H') = (uV)H ⊂ WH; /H xG/HG /N Demonstrați-vă că și harta G/H x G/H- este continuă aN -y a ~] N Kh Această afirmație este un caz special de Dx Lx Dacă mulțimea {SD} este baza topologiei grupului G (sau baza topologiei la un moment dat), atunci mulțimea {Ua H} este baza topologiei C/H (respectiv, baza topologia în punctul corespunzător al spațiului coeficient) Mx Această afirmație este un caz special Ex Nx I => I Dacă H este un subgrup normal deschis, atunci toate clasele sunt, de asemenea, deschise, prin urmare fiecare subgrup de un punct al G/H este deschisă eu І Evident eu H un homomorfism de grup continuu la identitate, a ∈ G și b = f(a) e H Pentru o vecinătate arbitrară U a elementului b, mulțimea este o vecinătate V a identității grupul H Prin urmare, există o vecinătate V a identității grupului G, astfel încât /(V) C Dovezi și comentarii Atunci mulțimea AV este o vecinătate a elementului a și f(aV) = bf(V) ~ C bb~ U = U Astfel, f este continuă în orice punct al lui G, adică f este un homomorfism în sensul grupărilor topologice Rx I => Fie f: G -> H un epimorfism deschis Pentru orice mulțime U deschisă în G/Ker f, imaginea sa f(U) = /(p^'(C)) este deschisă (aici p: G -> G/Ker f este o proiecție) I -> S : r me e ^ este o mapare deschisă Tx Ele nu sunt izomorfe deoarece nu sunt homeomorfe (cercul S este compact, dar linia nu este) Verificați dacă harta R -> S : x n-► e "* este un izomorfism local Vx În acest caz, harta A x B -> G: (a, ) i -> ab este o bijecție continuă dintr-un spațiu compact într-un spațiu Hausdorff, deci, prin X, este un homeomorfism Wx Maparea A x B -> G: (a, b) b -> ab este o bijecție continuă Să demonstrăm că este și deschis Fie U ⊂ A și V CB vecinătăți de unități și fie € A și b € B Mulțimea UaVb = abU'W, unde U' = și V = b~'Vh, conține abW', unde W este vecinătatea unității conținută în U'V Xx Vezi In Yx l Este suficient să verificați deschiderea pre-imaginei oricărui element din prebaza topologiei Pentru mulţimile prebaze de forma W(C, U) rezultă din Enunţul Px, în demonstrarea căreia s-a arătat că pentru orice elemente dh ∈ W(C, U) există o mulţime deschisă U' cu închidere compactă astfel încât h(C ) C U' și g(C ST) C U În acest caz, h e IDS, C'), de IDS U', ІГ) și gh & Homeo X: d n -> d~' este continuă, deoarece mapează seturile de prebază ale topologiei din Homeo X la cele de prebază Prin urmare, declarația va urma din Yx l Gx Este suficient să verificați deschiderea pre-imaginei fiecărui element din prebaza topologiei Pentru multimile prebazice de forma aceasta rezulta din Propozitia Px Acum să fie Dg) e (W(C, C))~' Atunci X este o bijecție continuă Prin urmare, este un homeomorfism atunci când este deschis Partea a II-a Elemente de algebrică topologie Această parte a cărții poate fi privită ca o introducere în topologia algebrică, o ramură a topologiei care leagă problemele topologice cu problemele algebrice Aceste conexiuni sunt folosite în ambele direcții, dar reducerea problemelor topologice la algebră se dovedește la început a fi mai utilă, deoarece algebra este de obicei mai ușoară Legăturile sunt de obicei stabilite conform următoarei scheme Este inventată o construcție care, având în vedere orice spațiu topologic X, construiește un obiect algebric A(X) Acesta poate fi un grup, un inel, un spațiu cu o formă pătratică etc Construcția însoțitoare pe orice mapare continuă /: X -> Y creează un homomorfism A(f): A(X) -> -A(Y) Aceste construcții trebuie să îndeplinească anumite condiții naturale care să facă posibilă relaționarea fenomenelor topologice cu imaginile lor algebrice Există nenumărate modele de acest gen În această parte, ne vom ocupa aproape exclusiv de unul dintre ele - primul în ceea ce privește cronologia matematicii A fost inventat de Henri Poincaré la sfârșitul secolului al XIX-lea Capitolul Homotopiile și grupul fundamental § Homotopii Deformații de cartografiere continuă A Este posibil să se transforme prin deformare continuă: ) maparea identității idK : R > R într-o mapare constantă R -> R : x ; ) maparea identităţii idgi: S -> S în simetrie S -> S : z n-► - z (aici cercul S' se identifică cu mulţimea {z £ C I |z| = } pe planul complex); ) maparea identității S -> S într-o mapare constantă S Sl: z ; ) maparea identității S -> S în ambalare dublă S S - zz ; ) includerea lui S -> R într-un afișaj permanent; ) includerea lui S -> R x într-un afișaj permanent? V Mister Ce semnificație ați pus cuvintelor "deformare continuă" când ați rezolvat problema anterioară? Această secțiune este dedicată conceptului de homotopie, care doar formalizează ideile noastre intuitive despre deformarea continuă a unei mapări Homotopy ca mapping și ca familie de mapări Fie f, g două mapări continue ale unui spațiu topologic X într-un spațiu topologic Y și fie H: X x I -* Y un spațiu continuu Capitolul o mapare astfel încât H(x, ) = f(x) și H(x, ) = g(x) pentru toate x ∈ X Atunci mapările /id se numesc homotopice, iar H este numită homotopie între f și g Pentru x & X și t ∈ I notăm H(x, ) cu ht(x) În spatele unei astfel de modificări de notație se află o schimbare a punctului de vedere asupra lui H Într-adevăr, pentru un t fix, formula x n-► ht(x') definește o mapare ht: X -> Y, iar H apare acum ca o familie de mapări ht, numerotate prin numere t el C Fiecare dintre mapările ht este continuă D Continuitatea mapărilor ht implică continuitatea mapării H'! Condițiile H(x, ) = f(x) și H(x, ) = g(x) din definiția originală a homotopiei pot fi scrise ca h = f și h} = g Astfel, homotopia dintre f și g pot fi considerate și ca o familie continuă de mapări continue care leagă f și g Vom discuta acest lucru mai detaliat în Secțiunea Homotopia ca relație E Homotopia este o relație de echivalență E Pentru orice mapare continuă f: X -> Y maparea H: X xi -> Y: (x, f) h-> x este o homotopie între f și f F Dacă H este o homotopie între fug, atunci maparea H'- XxI^Y-, (x, r) n-> H(x, - r) este o homotopie între g și f E Fie H o homotopie între f uf și H' o homotopie între f și f" Atunci harta H" definită prin formula H(x, t) pentru te [ ;^], H'(x, t - ) pentru t e ] este o homotopie între f uf" Homotopia, fiind o relație de echivalență, definește o partiție a mulțimii C(X, Y) a tuturor mapărilor continue posibile ale spațiului X în spațiul Y în clase de echivalență Ele sunt numite clase de homotopie sau clase de mapare a homotopiei Setul de clase de homotopie de mapări X -> Y este notat cu m(X, Y) (se întâlnesc și alte notații, de exemplu, [Y, Y]) Dacă o mapare este homotopică la una constantă, atunci spunem că este homotopică la zero Demonstrați că pentru orice X mulțimea m(X, I) constă dintr-un element Demonstrați că două mapări constante X -> Y sunt homotopice dacă imaginile lor se află în aceeași componentă conectată la cale a spațiului Y Demonstrați că numărul de elemente ale mulțimii m(/, Y) coincide cu numărul de componente legate de drum ale spațiului Y H"(x, t) = § Homotopii Homotopie rectilinie F Orice două hărți continue fg: X -> Rn sunt homotopice G Rezolvaţi problema anterioară arătând că formula H(x, G) = ( - + tg(x) definește o homotopie între mapările fug Omotopia construită în G se numește omotopie rectilinie H Orice două mapări continue ale unui spațiu arbitrar într-o submulțime convexă a spațiului euclidian Rn sunt homotopice Mapări către seturi de stele O mulţime A C se numeşte în formă de stea dacă există un punct a ∈ A astfel încât pentru orice punct x ∈ A segmentul [a; x] între anx este conținut în A Vom numi punctul a centrul mulțimii de stele (desigur, centrul nu este definit în mod unic) - Demonstrați că oricare două mapări continue la o mulțime de stele sunt homotopice Mapări din seturi de stele Demonstrați că orice mapare continuă a unei mulțimi de stele C G Kn într-un spațiu arbitrar este homotopică la o mapare constantă Găsiți o condiție (formulată în termeni de proprietăți topologice cunoscute ale spațiului X) în care orice două mapări continue ale unei stele așezate în spațiul X sunt homotopice Homotopie fără pretenții Demonstrați că fiecare mapare continuă nesurjectivă a unui spațiu topologic arbitrar în Sn este homotopic la zero Demonstrați că oricare două mapări ale unui spațiu de un punct în Rn \ pentru n > sunt homotopice Găsiți două hărți non-homotopice ale unui spațiu cu un punct în R \ Calculați, pentru diferite valori ale lui m, n și k, numărul de clase de mapare a homotopiei { , , ,m} -> x {xi, x , presupunând că topologia din mulțimea { , , ,m} este discretă Fie X un spațiu topologic arbitrar, /, : X -> Rn \ să fie hărți continue Demonstrați că dacă |/(m) - p(a;)| astfel încât pentru orice R > r formulele z -> p(z) și z n-► q(z) definesc homotopic maparea {z (E C | \z\ = R} -► C\ Fie X un spațiu topologic arbitrar Dacă mapările continue f,g:X -> Sn sunt astfel încât |/(m) - p(^)| X, f, /': X -> Y, g: Y -> B sunt mapări continue și F: X x I -> Y este o homotopie între f și apoi g o F o (h x idj ) este o homotopie între gofohngof'oh:A->B J Mister În condițiile problemei precedente , definiți în mod natural maparea ij(X, Y) -> rm(A, B) și notați proprietățile naturale ale acestei construcții K Mapările continue f, g: X -> Y x Z sunt homotopice dacă pry of este homotopic la pi-y od și prz of este homotopic la prz od (Aici pry: Y x Z -> Y și prz: Y x Z -> Z sunt proiecții ) Homotopii înrudite Fie Ac X Spunem că o homotopie H: X x I -> Y este conectată la A, sau, pe scurt, că este o A-homotopie dacă H(x, t) = H(x, ) pentru toate xeA, td Mapările care pot fi conectate prin A-homotopy se numesc A-homotopic Desigur, mapările A-homotopice trebuie să coincidă cu mulțimea A Dacă vrem să subliniem că nu se presupune nicio condiție de conexiune, atunci spunem că homotopia luată în considerare este liberă Dacă, dimpotrivă, vrem să subliniem că avem în vedere o homotopie conexă, atunci spunem că este relativă L La fel ca și pentru homotopia obișnuită (liberă), relația A-homotopie a mapărilor este o relație de echivalență Clasele în care relația A-homotopie descompune setul de mapări continue X -> Y, care coincid pe A cu maparea f: A -> Y, se numesc A-homotopie sau clase relative de extensii continue ale mapării f pe X M Pentru care Ac X este homotopia rectilinie între mapările continue fg: X Rn conectat la A? Homotopii și căi Amintiți-vă că o cale într-un spațiu X este orice mapare continuă I -> X (Vezi § ) N Ghicitoare În ce sens este fiecare cale o homotopie? , Mister În ce sens fiecare homotopie constă din căi? R Ghicitoare În ce sens este fiecare homotopie o cale? Reamintim că o topologie compact-deschisă într-o mulțime C(X, Y) este o topologie a cărei prebază este toate mulțimile posibile de forma U C Y (vezi § x) Atenție; există un concept similar cu același nume - homotopie relativă, dar diferit de cel introdus mai sus (vezi, n, x) § Proprietăţile de homotopie ale înmulţirii căilor Qx Orice homotopie ht: XY definește o cale u: t n-► ht în spațiul C(X, Y) dotat cu topologia compact-deschis Rx Dacă spațiul X este compact local și Hausdorff, atunci fiecare cale în C(X, Y) (cu topologia compact-deschisă) definește o homotopie Homotopii de cale S Două căi dintr-un spațiu X sunt liber homotopice dacă imaginile lor se află în aceeași componentă conectată la cale a acestui spațiu Rezultatul acestei probleme arată că conceptul de homotopie a drumului liber nu prezintă interes Pe de altă parte, una dintre varietățile de homotopie a căii relative joacă un rol foarte important Aceasta este o homotopie { , } În acest sens, în mod tradițional, o homotopie a căilor este întotdeauna înțeleasă ca o homotopie conectată la capetele segmentului I (adică pe mulțimea { , }) Notație: Clasa { , }-homotopie a unei căi s (denumită în continuare pur și simplu clasa homotopie) este notă cu [s] § Proprietățile de homotopie ale înmulțirii căilor Înmulțirea claselor de căi de homotopie Reamintim (vezi § ) că căile u și r în spațiul X pot fi înmulțite dacă originea r( ) a căii este ѵ coincide cu capătul u( ) al căii u Produs și ѵ "(°) ' definite prin formula uv(t)=[U^ priіe[ ; ], |^r( t - ) at b[|; ] A Dacă calea u este homotopică la calea u', calea ѵ este homotopică la calea v' și există un produs uV, atunci produsul u'V' există și este homotopic la produsul uV Definim produsul claselor de homotopie ale căilor u și v ca clasa de homotopie a unei căi uѵ Astfel, produsul [u] [r] este definit atunci când produsul uѵ este definit și [u] [r] = [u] Această definiție este una dintre cele care necesită dovezi B Produsul claselor de căi de homotopie este bine definit, adică dacă [u] - [u'] și [r] = [u'], atunci [u] = [u'r'] Asociativitatea S Înmulțirea căilor este asociativă? Desigur, această întrebare ar trebui formulată mai precis D Fie u, v și w căi într-un anumit spațiu pentru care sunt definite produsele u și vw (adică u( ) = r( ) și r( ) = w( )) Este întotdeauna adevărat că (uv)w = u(vw) Capitolul Demonstrați că pentru căi dintr-un spațiu Hausdorff egalitatea (uv)w =■ = u(yw) este valabilă dacă fiecare dintre aceste căi este o hartă constantă Mister Găsiți căi neconstante u, ѵ și w în spațiul antidiscret astfel încât (uv)w = u(vw) E Înmulțirea claselor de căi de homotopie este asociativă E Reformulați teorema E în ceea ce privește traseele și homotopiile acestora E Găsiți o mapare ip: I -> I astfel încât dacă u, v și w sunt căi și u( ) = r>( ) și r>( ) = w( ), atunci o := u (vw) ) E Orice cale din I care începe la zero și se termină la unu este omotopică cu id-ul căii: I -> I Z E Să fie u, ѵ și w astfel de căi în unele spațiu astfel încât produsele uv și vw sunt definite (adică u( ) = r( ) și r( ) = w( )) Atunci calea (uv)w este omotopică cu calea u(yw) Dacă doriți să înțelegeți sensul Teoremei E, atunci trebuie în primul rând să vă dați seama că traseele (w)w și u(yw) au aceeași traiectorie, dar diferă doar în "orarul" de-a lungul acesteia Prin urmare, pentru a găsi o homotopie între ele, este nevoie doar de a găsi o modalitate continuă de a trece de la programul unuia dintre ei la programul celuilalt Lemele de mai sus oferă o modalitate formală de a face acest lucru, dar același efect poate fi obținut în multe alte moduri Scrieți formule explicite pentru homotopia H între căile (uv)w și u(yw) Unitate Pentru un punct arbitrar a & X notăm cu ea calea I -> X : t -> a F Este o cale o unitate (în termeni de produs de căi)? Să explorăm sensul acestei întrebări G Fie u o cale care începe de la a, adică u( ) = a Este adevărat că eai = și? În mod similar, este adevărat că dacă ѵ( ) = a, atunci ѵea = ѵ? Demonstrați că dacă eau = u și spațiul satisface prima axiomă de separare, atunci u = ea N Clasa de homotopie [eo] a căii ea este unitatea în ceea ce privește înmulțirea claselor de căi de homotopie Elemente inverse Reamintim că pentru orice cale și inversă ei se numește calea u- , definită prin formula u (t) = u(l - t) (vezi § ) Este calea de întoarcere inversă în sensul înmulțirii căilor? Cu alte cuvinte: § grup fundamental J Este adevărat că dacă calea u începe în punctul a și se termină în punctul b, atunci uu = ea și u~'u = eA Demonstrați că dacă u~ = ea, atunci u = ea K Pentru orice cale ѵ, clasa de homotopie a căii inverse 'iY' este inversa clasei de homotopie a căii ѵ: [u]= [mw ] К Găsiți o mapare p: I -> / astfel încât ѵv~' = ѵ op pentru orice cale V К Orice cale din I care începe și se termină la zero este omotopică cu calea constantă Co : I -> I Vedem că, deși din punct de vedere algebric operația de înmulțire a căilor nu are proprietățile obișnuite, precum asociativitatea etc , ea definește o operație în mulțimea claselor de căi de homotopie care are proprietățile algebrice obișnuite Singurul dezavantaj al acestei operațiuni este că nu este definită pentru nicio două clase de căi L Ghicitoare Care submulțimi ale setului de clase de homotopie a căii sunt grupuri sub înmulțirea discutată mai sus? § Grupa fundamentală Definiţia fundamental group Fie X un spațiu topologic, x X O cale în X care începe și se termină în punctul x se numește buclă a spațiului X la x Notăm cu Dj(X, x ) mulțimea buclelor lui X în punctul x și cu Ti(A', x ) mulțimea claselor de homotopie ale unor astfel de bucle În ambele mulțimi Pi(X, Xq) și Ti(X, x ) există o operație de înmulțire A Pentru orice spațiu topologic X și orice punct x al acestuia, mulțimea mm (X, x ) a claselor de homotopie de bucle ale spațiului X la punctul x cu operația de multiplicare a claselor de homotopie introdusă în § este un grup Grupul Zr (A', x ) se numește grupul fundamental al spațiului X în punctul x A fost introdus de Henri Poincaré, motiv pentru care uneori este numit grupul Poincaré Litera tg din denumire este, de asemenea, în onoarea lui Poincaré De ce indicele ? Indicele în notația i(X, x ) a apărut mult mai târziu decât litera mr Este legat de un alt nume pentru grupul fundamental: primul grup de homotopie (sau unidimensional) Există o succesiune infinită de grupuri mm(X, x ) cu r = , , , iar grupul fundamental este primul dintre ele Grupurile de homotopie cu dimensiuni superioare au fost introduse de Vitold Gurevich în , la mai bine de de ani după definirea grupului fundamental Aproximativ, definiția generală a lui mr(X, x ) se obține din definiția lui r (X, x ) prin înlocuirea segmentului I cu cubul Ir peste tot Capitolul V Ghicitoare Cum pot fi generalizate toate problemele acestei secțiuni astfel încât segmentul I să fie înlocuit peste tot cu cubul ІГ? Există și așa-numita "grup de homotopie zero-dimensională" o(X, x ), care, de regulă, nu este un grup Aceasta este mulțimea componentelor conectate liniar ale spațiului X Deși nu există o operație naturală de înmulțire în mulțimea r (X x ) (cu excepția cazului în care spațiul X este prevăzut cu o structură algebrică suplimentară), acesta are totuși o unitate: aceasta este denumirea elementului natural distins - componenta spațiului liniar de legătură X care conține punctul x Bucle circulare Fie X un spațiu topologic, x X O mapare continuă I: S -> X astfel încât t( ) = x se numește buclă circulară în x Să asociem cu fiecare astfel de buclă circulară I bucla spațiului X definit mai sus în același punct luând compoziția I cu maparea exponențială I → S : t i -► exp( mrі) S Orice buclă poate fi obținută în acest fel dintr-o buclă circulară Se spune că buclele circulare sunt homotopice dacă sunt -homotopice (adică dacă homotopia dintre ele este conectată în punctul S ) O homotopie de bucle circulare care nu este conectată la punctul se numește liberă D Buclele circulare sunt homotopice dacă buclele obișnuite corespunzătoare sunt homotopice Care homotopii de drum liber corespund homotopilor de buclă circulară liberă? Descrieți operația pe bucle circulare corespunzătoare înmulțirii căilor Fie U și V bucle circulare cu un punct inițial comun £ ( ) = V( ) corespunzător buclelor u și v Demonstrați că bucla circulară definită de formulă {U(z ) pentru Im z , O \ V(z^) la ImzCO, corespunde produsului buclelor u și ѵ - Cum se construiește un grup fundamental pornind de la bucle circulare? Primele calcule E Grupul r (K , ) este banal (adică este format dintr-un element) F Generalizați problema E la cazurile descrise în problemele H și - - Calculați grupul fundamental al spațiului indiscret Se calculează grupul fundamental al spațiului coeficient al cercului D obținut prin identificarea fiecărui punct x £ D cu punctul - x Demonstrați că un spațiu în două puncte conectat la cale este pur și simplu conectat Reamintim că S este considerat ca o submulțime a planului R , care, la rândul său, este identificat canonic cu mulțimea C de numere complexe Deci € G S = {z G ⊂ I \z\ - } § Grupa fundamentală G Pentru n , grupul mpDE", ( , , , )) este banal Indiferent dacă ai rezolvat problema G sau nu, te sfătuim să rezolvi problemele G și G , care conturează abordarea rezolvării problemei G, avertizează asupra unei erori naturale și pregătește un important instrument pentru calcule ulterioare grupe fundamentale G Fie n Să se demonstreze că orice buclă u: I -> Sn a cărei imagine nu umple complet sfera Sn (adică s(I) = £ Sn) este omotopică la o buclă constantă (Comparați ) Avertisment: pentru orice n, există bucle care umplu Sn Vezi - x G Poate o buclă care umple întreaga sferă S să fie homotopică la zero? G Corolar al lemei lui Lebesgue (vezi V) - U gol: I -> X cale și Γ este o acoperire deschisă a spațiului X Există o succesiune de puncte ar, ,a^ ∈ I, unde = u Sn există o împărțire a segmentului I într-un număr finit de segmente astfel încât restricția căii u la fiecare dintre ele să fie conectată homotopic (în raport cu setul de puncte finale ale acestor segmente) o cale a cărei imagine nu este nicăieri densă pe sferă G Fie n Să se demonstreze că fiecare buclă din Sn este omotopică unei bucle care nu umple complet această sferă G ) Deduceți G din G și G ) Indicați toate momentele rezolvării problemei G obținute în acest mod, în care condiția n' > a fost folosit Grupul fundamental al produsului N Grupul fundamental al unui produs al spațiilor topologice este izomorf din punct de vedere canonic cu produsul grupurilor fundamentale de factori: tmDE x Y, (x , y )) = mrDX, x ) x Ti(Y, m/ ) Se consideră bucla u: I -> X în punctul xo, bucla ѵ: I -> Y în punctul y și bucla w = u X ѵ: I -> ■ X xY Să introducem buclele u : I -• X xY:t'r- (u(t), / ) și ѵ': I -> XXXY: ti-► (tq, Demonstrați că u'v' ~w ~ ѵ 'și Demonstrați că pentru n Yș grupul mr (Rn \ , ( , , , )) este banal conexiune simplă Un spațiu topologic nevid X se numește simplu conectat dacă este conectat la cale și fiecare buclă din el este homotopică la zero Astfel, un spațiu X conectat la cale se spune că este simplu conectat dacă, pentru oricare dintre punctele sale x ∈ X, grupul fundamental mr (Y, x) este trivial Capitolul Fie X un spațiu topologic conectat la cale Următoarele afirmații sunt echivalente" ) spațiul X este pur și simplu conectat:, ) fiecare mapare continuă f:S> 'X este (liber) homotopic la zero; ) orice hartă continuă f:S' 'X poate fi extinsă la o hartă continuă D -> X; ) oricare două căi u ; u : / -> X care leagă aceleași puncte x și x, sunt homotopice unul față de celălalt Teorema este strâns legată de următoarea teoremă J În plus, deoarece Teorema J nu se ocupă de toate buclele, ci de o buclă individuală, este aplicabilă într-o gamă mai largă de situații J Fie s: I -> X o buclă într-un spațiu topologic X Următoarele afirmații sunt echivalente: ) bucla s este homotopică la zero; ) harta f' S -> X: e ,'' i -> s(t) este liber homotopică la zero; ) harta f:S] 'X: e irtt n-> s(t) poate fi extinsă la o hartă continuă D -> X; ) căile s±: I -> X: t i -> /(e± rі) sunt homotopice între ele J Dovada echivalenței enunțurilor ) ) necesită demonstrarea a cel puțin patru implicații Ce implicații veți alege pentru cea mai economică demonstrație a teoremei L J Omotopia buclelor circulare implică homotopia lor liberă? J Există o mapare a coeficientului de homotopie între o mapare de cerc și o mapare constantă de cerc al cărei spațiu de mapare este homeomorf cu un cerc J - Reformulați problema construirii unei homotopii între căile s+ și s ca problema extinderii unei mapări continue a conturului unui pătrat pe interiorul său J Ajută oare extinderea buclei circulare f: S -> X, unde f(e mt) = s(t), la o mapare continuă a cercului la rezolvarea problemei continuării formulată ca urmare a rezolvarea problemei J ? Care dintre următoarele spații sunt pur și simplu conectate: ) un spațiu discret; ) spațiu antidiscret; ) Rn; ) mulţime convexă; ) set de stele; ) Sn; ) Rn\ ? Demonstrați că un spațiu topologic legat de căi, reprezentabil ca unirea a două mulțimi deschise pur și simplu conectate a căror intersecție este conectată de căi, este el însuși pur și simplu conectat Arătați că cerințele pentru deschiderea mulțimilor din problema sunt esențiale , * Fie mulțimile U și V deschise în spațiul X Demonstrați că dacă mulțimile UUV și U ⊂ V sunt pur și simplu conectate, atunci U și V în sine sunt pur și simplu conectate § Grupa fundamentală , x Grup fundamental al unui grup topologic Fie G un grup topologic Pentru oricare două bucle u,v: I -> G începând de la identitatea £ G, definim o buclă uQv: I -> G prin formula (u (c) r)(s) = u(s) • r(s) ), unde • denotă o operație de grup în G Ch Demonstrați că mulțimea Q(G, ) a tuturor buclelor din G care încep la cu operația (c) este un grup (amintim că e este o cale constantă) Lx Demonstrați că operația (c) pe Q(G, ) definește o operație de grup pe tti(G, ) și că această operație este aceeași cu operația standard de grup (definită prin înmulțirea căii; cf ) Lx l Pentru bucle u,v I -> G începând de la , găsiți (ae, ) (c) (bіg) Mx Grupul fundamental al oricărui grup topologic este abelian , x Grupuri de homotopie superioare Fie X un spațiu topologic, x &X Harta continuă Ir -> X, care mapează limita dIz a cubului Iz la x , se numește sferoida r-dimensională a spațiului X în punctul xa Două sferoide r-dimensionale se numesc homotopice dacă sunt /r-homotopice Produsul uѵ sferoizilor u și v de dimensiunea r (c) este determinat de formula u( G,t , ,tr) dacă G £ [ ; , v( t - l,t , ,tr) dacă G £ [|; ] Notăm cu Qr(X, x ) mulțimea de sferoide r-dimensionale ale spațiului X în punctul x Mulțimea claselor de homotopie de sferoide r-dimensionale ale spațiului X în punctul x se numește grupa de homotopie a r-a (sau r-dimensională) sau grupa de homotopie r(X, a; o) a acestui spațiu la x Produsul sferoizilor induce un produs în mulțimea mr(X, a; o) a claselor lor de homotopie, transformând mr(X, x ) într-un grup Nx Găsiți Tr(Rn, ) Oh Pentru r (c) grupul mr(X, Zq) este abelian pentru orice X și Rx Mister Pentru orice pereche X, x și orice număr r (c) grupul r(A', a; o) este grupul fundamental al unui spațiu auxiliar Ce? În același mod cum a fost descris în § , grupurile de homotopie superioare pot fi construite nu din clasele de homotopie de mapări (IT, gIT) -> (X, xo), ci ca r( r,( , , , ); X,xo) Un alt mod standard de a le construi este definirea yr(X, a; o) ca mm(Pr, Pr; X, x ) Qx Complot bijecțiile naturale r(r, aer; X, x ) r(Pr, aPr; X, x ) X, x ) șiv(І!,І , ,tr) = Capitolul Rx Demonstrați următoarea generalizare a teoremei H: YY(X x Y,(xo,yoy) ^ YY(X,X ) X YY(Y, Yo) Sx Prezentați și rezolvați analogii problemelor Kx și Lx pentru grupurile de homotopie superioare rr(G, ) și tf (G, ) § Rolul punctului marcat Descrierea preliminară a rolului punctului marcat În unele situații, alegerea unui punct marcat nu afectează nimic, în altele rolul său este evident, în altele este un subiect foarte delicat În această secțiune, va trebui să ne ocupăm de toate nuanțele asociate punctului marcat și vom începe cu formulări preliminare care descriu subiectul în ansamblu, dar fără detalii tehnice inutile În linii mari, alegerea unui punct marcat afectează grupul fundamental în felul următor o Dacă schimbăm punctul marcat rămânând în aceeași componentă conectată la cale, atunci grupul fundamental rămâne în aceeași clasă de grupuri izomorfe o Cu toate acestea, dacă grupul fundamental nu este comutativ, este imposibil să se găsească un izomorfism natural între grupurile fundamentale cu puncte marcate diferite, chiar dacă se află în aceeași componentă legată de cale o Dacă punctele marcate se află în diferite componente legate de trasee, atunci grupurile fundamentale corespunzătoare nu sunt deloc legate între ele În această secțiune, toate acestea vor fi dovedite Dovada conține construcții utile, a căror semnificație depășește cu mult domeniul de aplicare al întrebării inițiale despre rolul punctului marcat Merge pe potecă Fie x și x, puncte ale spațiului topologic X, ca și calea care leagă x cu :x, Se notează clasa de homotopie a căii s cu st Definim maparea Ts: ^(X, x ) -* rgDL-, rD prin formula Ts(a) = a~lau (vezi K) Pentru orice buclă a: I -> X reprezentând un element a € mr (X, atunci), și pentru orice cale s: I -> X cu s( ) - xq, există o homotopie liberă H: IXI -> X între a și bucla reprezentând elementul T (a) astfel încât H( ,t) = H(l,t) - s(t), t £ I Fie buclele a, b: I -> X homotopice prin intermediul unei homotopii H: I x I -> -> X astfel încât H( , i) = H( , i) (adică, H este un liber omotopie buclei: la fiecare moment t € I, punctul initial coincide cu cel final) Setăm s(t) = H( , t) (astfel, s este calea determinată de mișcarea punctului inițial al buclei considerate sub homotopia considerată) Atunci clasa de homotopie a buclei b este imaginea clasei de homotopie a buclei a sub maparea Ts: § Rolul punctului marcat Afișare proprietăți Ts A Maparea Ts este un homomorfism de grup B Dacă calea u leagă x cu xr, iar calea ѵ conectează xt cu x , atunci TiV = TV o Ti Cu alte cuvinte, graficul Ti(X, Z ) comutativ C Dacă o cale și este homotopic la r, atunci Ti = Tv D Ceai = id^ (x, a): rgD^a) -> rgD-X" E Ts- =T-\ F Pentru orice cale s, homomorfismul Ts este un izomorfism G Teorema Dacă punctele x și xt se află în aceeași componentă conectată la cale a spațiului X, atunci grupurile mrDX, Zq) și mgDX, Ti) sunt izomorfe În ciuda rezultatului teoremei G , nu putem scrie r (X) chiar dacă spațiul topologic X este legat de cale Ideea este că, deși grupurile r (X, m ) și r (X, a; i) sunt izomorfe, nu există nici un izomorfism canonic între ele (vezi J mai jos) ZZ N Un spațiu X este pur și simplu conectat dacă este legat de cale și pentru un anumit punct X ∈ X grupul mI(X x ') este trivial Rolul căii Dacă o buclă s este un reprezentant al unui element și al unui grup fundamental Ti(X, Zo), atunci Ts este un automorfism interior al acestui grup, definit prin formula J Fie X un spațiu topologic, x , x} EX Izomorfismul Ts: TG|(X x ) -> r (X Xi) nu depinde de calea s dacă grupul fundamental 'kI(X, x ') este abelian Din teorema J rezultă că dacă grupul fundamental al unui spațiu topologic X este abelian, putem scrie pur și simplu r (A') , x Translația de-a lungul unei căi într-un grup topologic Dacă G este un grup topologic, grupurile Ti(C, m ) și T|(G, T|) pot fi conectate și în alt mod Și anume, homeomorfismele Lg: G -> G: x -+ -> xg și Rs: G -> G: x dx definesc izomorfismele ^i) și tt^G^o) -> tt (G,t ) Reamintim că aceasta înseamnă că Te(a ) = Te(o:)Te(/ ) Capitolul Ch Fie G un grup topologic, s: I -> G o cale Demonstrează asta Ts= (Ls( )-is(i))ț = (tfs( )s(o)-i\: Ti(G,s( )) -> ^( , ( )) Lx Deduceți din Kx că grupul fundamental al oricărui grup topologic este abelian (cf Mx) , x Demonstrați că grupurile fundamentale ale următoarelor spații sunt comutative: ) spații ale matricelor reale (nxn) nedegenerate GL(n,R) = {A|detA^O}; ) spații ale matricelor reale (rxn) ortogonale O(n,R) = {A| AAT \u d E} -, ) spații ale complexelor unitare speciale (nxn)-matrici SU(n) = {A I AĂT = E, det A = } , x În grupurile de homotopie superioară Mx Mister Ghiciți cum să generalizați T-urile la grupuri de homotopie superioare Iată o altă versiune a aceleiași ghicitori; are mai multe indicii Nx Mister Cum se construiește un sferoid din același spațiu în punctul xt = a( ) de-a lungul căii s: I -> X cu s( ) = x și sferoidul f: Г -> X în punctul x ? Oh Demonstrați că pentru orice cale s: I -> X și orice sferoid f: IT~*X, unde f(dlr) = s( ), există homotopia sa H: Ir x I -> X astfel încât H(dlr x {t}) - s(t) pentru fiecare t ∈ I, iar sferoidul obținut ca urmare a acestei homotopii este unic până la homotopie și astfel definește un element rDX în funcție doar de clasa de homotopie a căii s și elementul de grupul , s( )) reprezentat de sferoidul f Desigur, rezolvarea problemei Ox dă un răspuns la întrebarea ghicitorilor care o preced Nxn Mx Maparea tgDX,s( )) tgDX,s(l)), care este definită la Ox, este notat cu Ts În virtutea , generalizează maparea T, definită în § în cazul r = Rx Demonstrați că proprietățile mapării Ts menționate în problemele A- G sunt valabile în toate dimensiunile Qx Mister Care sunt analogii teoremelor Kx și bx pentru grupurile de homotopie superioare? Dovezi și comentarii Dovezi și comentarii A ), ), ) - da; ), ), ) - nr Vezi B APEL A se vedea clauza C Maparea ht este continuă ca restricție a homotopiei H la fibra X x {t} C X x I D Bineînțeles că nu ar trebui E Maparea H este continuă ca o compoziție a proiecției prx: X x x I - y X și maparea /, și H(m, ) = /(m) = H(m, ) Prin urmare, H este o homotopie F Maparea H' este continuă ca o compoziție a homeomorfismului X x x I -> X x I: (m, t) i -► (m, - t) și homotopia H, în timp ce H' (m, ) = H(x, ) = g(x) și H'(m, ) = H(m, ) = f(x) Prin urmare, H' este o homotopie E Într-adevăr, H"(x ) = /(m), H"(x, ) = H'(x, ) = f"(x) Continuitatea lui H" rezultă din faptul că restricția de Harta H" la fiecare dintre mulțimile X x [ ; și X x [i; ] este continuă și aceste mulțimi formează acoperirea fundamentală a produsului X x I În cele ce urmează, nu vom demonstra continuitatea homotopilor, deoarece aceasta va rezulta întotdeauna din formule explicite F Fiecare dintre ele este homotopic la o mapare constantă care duce întregul spațiu la origine, de exemplu, dacă H (x t) = ( - i) / (t), atunci H: X x I -> Rn este un homotopie între f și o mapare constantă χ -> (Există o homotopie mai convenabilă între mapările arbitrare în Rn - vezi G ) G Într-adevăr, H(m, ) = /(m) și H(m, ) = g(x) Continuitatea mapării H este evidentă Rezultă, de exemplu, din inegalitate |H(tD) - H(x'D')\ |/(t) - /(t')| + |^(t) - (t')| + (|/(t)| + |^(x)|)[t - i'| N Fie K o submulțime convexă a lui Rn, f,g: X -> K fie mapări continue și λ o homotopie dreaptă între f și g Atunci H(m, t) € K pentru toate (m, t) ∈ X x I și obținem o homotopie H: X x I -> K Maparea H = goFo(hx idz): A x I -> B este continuă, H(a, ) = j(F(/j(a), ))=j(/(ft(fl)) ) nE(a, ) =g(F(h(a), )) = g(f\h(a))) Prin urmare, H este o homotopie J Asociați o mapare /: X -> Y cu o compoziție până la f oh: A -> B Aserțiunea anterioară arată că această corespondență păstrează relația de homotopie și, prin urmare, se transferă la clasele de mapări de homotopie Aceasta definește harta r(X, Y) -> r(A, B) K Orice mapare f: X -> Y x Z este determinată în mod unic de mapările sale de coordonate prx of și pry o f => I Dacă H este o homotopie între f și q, atunci pry oH este o homotopie între pry de și pry o , și prz oH - între Capitolul przof si przog eu X : t b -> h(x, t) este o cale R Dacă H este o homotopie, atunci pentru orice t ∈ I formula ht = H(x, t) definește o mapare continuă X -> Y Astfel, obținem o mapare Y: Z -> C(X, Y) a unui segmentează în setul tuturor mapărilor continue de la X la Y În continuare, vezi Qx și Rx Qx Urmează din Sx Rx Urmează din Tx S Din rezolvarea problemei rezultă A Să începem cu o descriere vizuală a homotopiei dorite Fie ut: I -> X o homotopie care leagă u și u', și fie vt: I -> X o homotopie care leagă v și v' Apoi căile utvt cu t € [ ; ] constituie o homotopie între uѵ și u'v' Prezentăm acum un argument mai formal Deoarece produsul uv este definit, rezultă că u( ) = r( ) Deoarece u~u', atunci u(l)=u'(l), în mod similar, r( ) = r'( ) Prin urmare, produsul u'v' este definit Homotopia dintre uѵ și u'v' este maparea H'( s,t) pentru s ∈ [ ;|], H"( s - , t) pentru s € [|; ] (Este continuă deoarece mulțimile [ ; x I și ] x I constituie acoperirea fundamentală a pătratului I x I, iar restricția lui H la fiecare dintre aceste mulțimi este continuă ) B Urmează direct din A H: ui -> X: (s, t) S Nu; vezi D, cf D Nu, nu este aproape niciodată adevărat (vezi și f Iată cel mai simplu exemplu Fie u(s) = și w( s) = pentru toți s € [ ; ] și r(s) = s Atunci ((ur)w)(s) = numai pentru n(vw)j(s) = numai pentru n(vw)j(s) = pentru n e [ ; E Reformulare: pentru toate căile și, v iiw pentru care sunt definite produsele uѵ și vw, căile (uv)w și u(yw) sunt homotopice E Lăsa s - X rȘ ¥>(") \u d S " la s b [O; |], PENTRU [|;|], pentru s b [|; ] Dovezi și comentarii Asigurați-vă că X este o buclă, atunci există un factor de mapare u: //{ , } -> X Rămâne de observat că //{ , } = S D eu =>| Dacă H: S x I -> X este o homotopie a buclelor circulare, atunci homotopia H' a buclelor obișnuite este dată de formula '(s, t) = (e , hm t) I Rn Bucla ѵ = m și homotopică la zero, fie h homotopia corespunzătoare Atunci H = m~ oh este o homotopie care unește bucla dată și bucla constantă pe sferă Capitolul G Astfel de bucle există cu siguranță Într-adevăr, dacă bucla u umple întreaga sferă, atunci și bucla u~] o umple, dar este totuși homotopică la zero G - Fie x un punct arbitrar pe sferă Acoperim sfera cu două mulțimi deschise U = Sn x {x} și V = Sn x {-x} După lema G , există o succesiune de puncte a, , aN ∈ I, unde = a, ) Spațiul X este pur și simplu conectat fiecare buclă din X este homotopică la o constantă => fiecare buclă circulară din X este conectată homotopică la zero = Ф orice buclă circulară este liber homotopică la zero ) => ) Prin presupunere, pentru o mapare arbitrară f : S -> X există o homotopie h: S x I -> X astfel încât h(p ) = /(p) și r(p, ) = x Prin urmare, există o astfel de mapare continuă h' ■ S x //(S x ) -> -> X, că h = h' o pr Rămâne de observat că S x I/(S x ) = D ) => ) Punem g(t, ) = z(t), g(t, ) = u (t), p( , t) = x și p( , t) = xx pentru t Astfel, avem a definit pătratul de mapare a graniței I x I în X Deoarece pătratul este homeomorf la un cerc și limita sa este un cerc, putem continua maparea de la graniță la întregul pătrat Extensia rezultată este homotopia dintre u} și u ) => ) Evident J Este rezonabil să luăm în considerare implicațiile ) => ) => ) => ) => ) J Desigur că ar trebui Mai mult, deoarece bucla s este homotopică la zero, atunci bucla circulară f este de asemenea homotopică la zero, iar homotopia este chiar conectată în punctul ∈ S Astfel, ) => ) J Această afirmație sugerează ideea principală a dovezii implicației ) => ) Homotopie între o buclă circulară f Dovezi și comentarii iar bucla constantă este harta H: S x I -> X, care este constantă pe baza superioară a cilindrului În consecință, există o mapare a coeficientului S x I/Si x -> X Rămâne de observat că spațiul coeficient al unui cilindru este homeomorf cu un cerc din baza sa superioară J Prin definiția homotopiei H: I x I -> X între două căi, este dată restricția mapării H la conturul unui pătrat Prin urmare, problema construirii unei homotopii între două căi este problema extinderii mapării de la conturul pătratului la pătratul însuși J Tot ce rămâne de văzut pentru a demonstra implicația ) => ) este că dacă F: D -> X este o prelungire a buclei circulare /, atunci formula H(t, r) = F( cos?rt, ( m - ) zintg) definește o homotopie între s+ și s J Pentru a demonstra teorema, rămâne de stabilit validitatea implicaţiei ) => ) Să formulăm afirmația fără a folosi noțiunea de bucle circulare Să fie dată o buclă s: I -> X Fie s+(t) = s( t) și s (t) = s(l - t) Astfel, trebuie să demonstrăm că dacă căile s+ și s sunt homotopice, atunci bucla s este homotopică la zero Încercați să demonstrați singur Kh Asociativitatea operației (c) rezultă din asociativitatea înmulțirii în grupa G; identitatea din mulțimea Q(G, ) a tuturor buclelor este bucla constantă la identitatea grupului; inversul buclei și elementului este calea r, unde v(s) = (u(s))" Lx l Asigurați-vă că (iv) (c) (vіg) = iv Lx Să demonstrăm că dacă atunci uEv^uDv ce este suficient dar asigurați-vă că, dacă h este o homotopie între și și ei, atunci formula H(s, t) = h(s t')v(s') definește o homotopie între și (c) v și (c) v lor Mai mult, deoarece uvi ~-u e}v ~ ѵ, atunci uѵ = (uei) (c) (vіg) ~ și (c) ѵ, prin urmare căile uѵ și u -> r (X, rc ) este un izomorfism ZZ N O consecință directă a teoremei G O consecință directă a definiției homomorfismului T J I => I Să presupunem că izomorfismul de transfer nu depinde de cale; în special, izomorfismul de transfer de-a lungul buclei în punctul x este trivial (adică este identic) Să considerăm un element arbitrar / ∈ Ti(X, x ) și o buclă s din clasa de homotopie / După condiția / a/ = T (a) = a pentru orice a € Ti(X, m ) Aceasta înseamnă că a/ = / a pentru orice elemente a, / € ^(X, m ), ceea ce înseamnă că grupul Γ|(X m ) este abelian | B o hartă continuă Presupunem că p este surjectiv și că fiecare punct din spațiul B are o vecinătate U astfel încât pre-imaginea sa p" (C ) sub maparea p este reprezentată ca uniunea mulțimilor deschise disjunse Va, fiecare dintre acestea fiind mapată homeomorf la U prin p În acest În cazul p: X -> B se numește înveliș (a spațiului B), B se numește baza acestui înveliș, X este spațiul de acoperire pentru B și spațiul total al acestui înveliș Se spune că cartierul U este un cartier bine acoperit sau bine acoperit Harta p mai este numită și o hartă de acoperire sau o proiecție a acestui înveliș -A Pentru orice spațiu topologic B și orice spațiu discret F, proiecția prv: B x F -> B este o acoperire Dacă U ⊂ U ⊂ B și vecinătatea U este acoperită corespunzător, atunci vecinătatea U' este de asemenea acoperită corespunzător Următoarea afirmație arată că, într-un anumit sens, fiecare înveliș este structurat local în același mod ca un înveliș din -A C O suprajecție continuă p: X -> B este o acoperire dacă pentru fiecare punct a ∈ B preimaginea p (a) este un subspațiu discret al spațiului X și există o astfel de vecinătate U în B și un astfel de homeomorfism h : p (f ) - > U x p (a), care este PIP-ISCH) = PA oh- Cu toate acestea, acoperirea prezentată în -A nu este foarte interesantă în sine Astfel de acoperiri sunt numite banale Și iată primul exemplu cu adevărat interesant de acoperire C Maparea K -> S : x ^ -► e "* este o acoperire Pentru a evidenția cele mai semnificative exemple, vom numi acoperiri cu un spațiu total conectat la căi acoperiri în sens restrâns Desigur, o acoperire de la -C este o acoperire în sens restrâns QQQ- Capitolul Exemple de acoperire D Mapping(r) -> S xx: (x, y) b-► (e (tm) c, y') este o acoperire -E Demonstrați că dacă p- X -> B și p': X' -> B' sunt acoperiri, atunci p x p': X x X' -> B x B' este o acoperire Dacă p: X -> B și p'' X' -> B' sunt învelișuri, atunci p x p': X x X' -> B x B' se va numi produsul învelișurilor p și p' Primul exemplu de produs de acoperiri este dat în problema D F Maparea C -> C\ : z ^ -► ez este o acoperire - Ghicitoare" În ce sens sunt aceleași acoperirile de la -D și -F? Introduceți o relație de echivalență adecvată -G Maparea K -> S la S : (x, y) n-► (e r:c, e rry) este o acoperire, H Pentru fiecare număr natural n maparea S -> S ; z zn este o acoperire, Demonstrați că pentru fiecare număr natural n maparea C \ -* -> C x : z > zn este o acoperire, Pentru orice numere naturale p și q, maparea S x S -> S x x S : (z, w) -► (zp,wQ) este o acoperire J Proiecția naturală Sn -> RPn este o acoperire K Este maparea ( ; ) -> S : x e ria o acoperire?? (Compară -C ) L Este proiecția R -> K: (m, y) b-► x o acoperire? Într-adevăr, de ce să nu luăm ca vecinătate acoperită corespunzător un interval deschis (a; ) C K: imaginea sa inversă (a; b) x K este uniunea intervalelor deschise (a; ) x y, fiecare dintre acestea proiectat homeomorf ( sub proiecțiile standard (x y) n-► g) pe (a; )? - ■ Construiţi un capac al benzii Möbius cu un cilindru - - Construiți acoperiri netriviale ale benzii Möbius cu banda Möbius - Construiți un înveliș al sticlei Klein cu un tor mier cu sarcina - - - Construiți capace ale sticlei Klein: cu avionul R ; cilindru S xR; acoperire netrivială de sticla Klein în sine - - Oferiți o descriere directă a împărțirii planului în imagini inverse ale punctelor atunci când acoperiți sticla Klein cu un avion , * Construiți o acoperire a unei sfere cu un număr dat de filme printr-o sferă cu un anumit număr de mânere Pentru ce număr de filme a fost posibil să se facă asta? Homeomorfisme și acoperiri locale Z IO Orice acoperire este o mapare deschisă O hartă f: X -* Y se numește homeomorfism local dacă fiecare punct din X are o vecinătate U a cărei imagine f(U) este deschisă în Y, iar reducerea U -* f(U) a lui f este un homeomorfism S ll- Demonstrați că fiecare acoperire este un homeomorfism local Amintiți-vă că o hartă se numește deschisă dacă imaginea oricărui set deschis este deschisă § Acoperiri - Există homeomorfisme locale care nu sunt acoperiri? - Demonstrați că restricția unui homeomorfism local la orice submulțime deschisă este un homeomorfism local Pentru care submulțimi ale dreptei R este restricția hărții R -> S : x n-> e rx o acoperire? Găsiți un înveliș non-trivial X -> B al cărui spațiu total X este homeomorf la baza B și verificați dacă într-adevăr satisface definiția unui înveliș (chiar dacă B nu este un cartier acoperit corespunzător) Numărul de foi de copertă Fie p: X -> B o acoperire Cardinalitatea (adică numărul de puncte) imaginii inverse p (a) a punctului a&B se numește multiplicitatea acoperirii în a sau numărul de foi peste a - M Dacă baza unui înveliș este conectată, atunci multiplicitatea învelișului într-un punct al bazei nu depinde de alegerea acestui punct Astfel, în cazul unui înveliș cu o bază conectată, este logic să vorbim despre numărul de foi ale unui înveliș dat, adică prin aceasta numărul de foi peste un punct arbitrar al bazei sale Dacă numărul de foi este finit și egal cu n, atunci acoperirea se numește n-foi În caz contrar, se spune că învelișul este cu frunze infinite Este clar că, deși vorbim de numărul de foi ale unui înveliș, foile în sine nu pot fi distinse, decât dacă învelișul este banal Pe de altă parte, introducem următoarea convenție Prin definiție, imaginea inversă p~ (U) a oricărei vecinătăți acoperite corespunzător U C B este împărțită în submulțimi deschise, p (C ) = U Va astfel încât restricţia p|Va : K" -> U este un homeomorfism Vom numi fiecare dintre submulțimile Va o frunză peste U - Determinați numărul de foi pentru fiecare dintre acoperirile din Secțiunea ? Nu presupunem că cititorul va putea justifica riguros soluțiile la Problemele - - - Acest lucru se va face în continuare în sarcinile - - Ce numere pot fi realizate ca număr de foi care acoperă cilindrul S x I al benzii Möbius? , * Ce numere puteți realiza ca număr de foi care acoperă banda Möbius cu banda Möbius? - * Ce numere poți realiza ca număr de foi care acoperă sticla Klein cu un tor? - * Ce numere pot fi realizate ca numărul de foi care acoperă o sticlă Klein de o sticlă Klein? , * Construiți o acoperire în formă de d a unei sfere cu p mânere cu o sferă cu d(p - ) - mânere Fie p\X -> Y și q:Y -> Z acoperiri Demonstrați că, dacă q este un strat finit, atunci idorul: X -> Z este o acoperire Z Z* Arătați că ipoteza unui număr finit de foi din problema - este esențială Fie p' X -> B este un înveliș cu bază compactă B Demonstrați că: ) dacă spațiul X este compact, atunci învelișul este foliat finit; ) dacă В este Hausdorff și acoperirea este finită, atunci X este compact Fie X un spațiu topologic reprezentabil ca o uniune a mulțimilor conexe deschise U și V Demonstrați că dacă intersecția U П V nu este conexă, atunci X are o acoperire infinită de foi conectată Capitolul Acoperiri universale O acoperire p: X -> B se spune că este universală dacă spațiul X este pur și simplu conectat Apariția cuvântului universal în acest context va fi explicată în § N Care dintre acoperirile discutate mai sus sunt universale? § Acoperirea teoremelor de drum Ridicarea cartografiilor Fie p: A" -> B și f: A -> B hărți arbitrare O hartă g: A -> X se spune că acoperă harta f sau este ridicarea acesteia (față de p) dacă p o g = f Un set de probleme topologice poate fi formulat ca probleme de găsire a unei acoperiri continue pentru o mapare continuă dată Sarcinile de acest tip se numesc sarcini de ridicare Formulările lor pot include cerințe suplimentare privind ascensoarele, de exemplu, unele dintre ele necesită ca liftul să fie fixat pe un subspațiu A Demonstrați că maparea identității S -> S nu poate fi ridicată față de acoperirea K -> S : (Cu alte cuvinte, nu există o mapare continuă g: S -> K astfel încât e ,m (X) - x pentru toate x e S ) ridicând calea B Teorema căii de acoperire Fie p: X -> B o acoperire, x & X, b & B puncte astfel încât p(x ) = b Pentru orice cale s: I -> B începând de la bo, există o cale unică: I -> X care începe de la x și acoperă calea s (Cu alte cuvinte, există o cale unică ~s: I -> X astfel încât s( ) = x upos = s ) De asemenea, este posibil să se demonstreze o aserțiune mai generală decât teorema B-a se vedea problemele - Fie p: X -> B o acoperire trivială, xq € X și b € B astfel încât p(xo) = b Pentru orice hartă continuă f: A -> B luând un punct ao € A la bo, există o ridicare continuă f: A -> X pentru care /(ao) = Xo' Fie p: X -> B o acoperire trivială, xq € X și b € B astfel încât p(xq) = b Dacă mulțimea A este conectată, atunci pentru orice mapare continuă /: A -> B care mapează un punct ao → Abo, ridicarea continuă /: A -> -> X c /(ao) = xo este unică Fie p' X -> B este o acoperire, iar A este un spațiu conectat și conectat local Dacă hărți continue f,g' A -> X coincid la un moment dat și po / = genul q, apoi / = q ' Dacă în problema înlocuim punctele to, bo și ao cu perechi de puncte, atunci se poate dovedi că problema ridicării nu admite soluția / c / (ao) = xo Precizați condiția necesară și suficientă pentru existența unei astfel de soluții § Calculul grupelor fundamentale Arătați că teorema căii de acoperire nu se generalizează la homeomorfismele locale, cum ar fi homeomorfismul local ( , ) -> S : sarcinile - - Să considerăm acoperirea C -> C\ : z>-"ez Aflați căile care acoperă traseele u(t) ~ - t, v(t) = ( + t)e rU și produsele lor u(t) și u Ridicarea homotopiei S Acoperirea teoremei de homotopie Fie p: X -> B o acoperire, x £ X și b € B sunt puncte astfel încât p(x ) = b Căile goale u,v: I -> -> B încep în punctul bo și u,v: IX sunt căi care le acoperă cu începutul în punctul xo Atunci dacă căile u, ѵ sunt homotopice, atunci căile u, ѵ sunt de asemenea homotopice D O consecință importantă În ipotezele teoremei C, căile de acoperire u și v se termină în același punct (adică d( ) = r( )) Subliniem că în C și D se presupune că căile de acoperire au început comun x , iar apoi, conform D, coincid și capetele lor E Corolarul Corolarului D Gol p: X->B-acoperire Dacă o buclă s: I -> B este acoperită de o cale neînchisă (se deschide, ca să spunem așa, atunci când este ridicată), atunci nu este homotopică la o constantă Un spațiu B conectat la cale care are o acoperire conectată neunivalentă în sens restrâns nu este pur și simplu conectat Demonstrați că orice acoperire p: X -> B cu B conectat simplu și X conectat la cale este un homeomorfism Ce consecințe pot fi trase din cu privire la exemplele de acoperiri date în § ? Mister Este într-adevăr atât de importantă condiția teoremei C, conform căreia mapările u și ѵ sunt căi? La ce clasă de mapări și spații puteți generaliza această teoremă? § Calculul grupelor fundamentale folosind acoperiri universale Grupul fundamental al cercului Pentru fiecare număr natural n notăm cu sn bucla I -> S : t Punctul de pornire al buclei este punctul £ C Notăm clasa de homotopie a buclei Si cu a Astfel, un mr € (S , ) A Bucla sn este un reprezentant al clasei an B Găsiți o cale în R începând din punctul (r) și acoperind bucla sn față de acoperirea universală K -> S C Omomorfismul ip: Z -> mn (S , ): n ^ -► an, este un izomorfism C Formula n i -► an definește un homomorfism Z -> mri (S , ) P Dacă o cale s: I -> K începând de la £ R care acoperă bucla s: I -> -> S (începând de la ) se termină în punctul n (adică s(l ) = n ), atunci bucla s este omotopică cu bucla sn Capitolul P Dacă bucla sn este omotopică la o constantă, atunci η = Prin urmare, homomorfismul p este un monomorfism Aflați imaginea inversă a clasei de homotopie a buclei t i -> e ,rit Sub izomorfismul teoremei C Notăm cu grade izomorfismul care este inversul izomorfismului С Pentru orice buclă s: I -> S începând de la , deg([s]) este un număr întreg egal cu punctul final al căii care începe la OEII și acoperă s D Corolar teoremei C Grupul fundamental al unui tor n-dimensional (S )" este un grup abelian liber de rang n (adică un grup izomorf cu Zn) F Indicaţi buclele ale căror clase de homotopie sunt generatoare ale grupului fundamental al torului S x S F Corolarul teoremei C Grupul fundamental al planului perforat R \ este un grup ciclic infinit Rezolvați problemele - F fără a vă referi la teoremele C și H, dar bazându-vă pe construcția explicită a învelișului universal corespunzător Grupuri fundamentale spații proiective Grupul fundamental al dreptei proiective este grupul ciclic infinit, deoarece linia proiectivă este homeomorfă cercului Un spațiu proiectiv zero-dimensional este format dintr-un singur punct, deci grupul său fundamental este trivial Să calculăm acum grupurile fundamentale ale tuturor celorlalte spații proiective ~ Fie n și £: I -> RFn o buclă acoperită de calea £: I -> Sn, care leagă două puncte diametral opuse ale sferei, să zicem, polii Р+ = ( , , , ) ) și Р = (- , , , ) Notăm cu A clasa de homotopie a buclei I din grupul fundamental m, (RFn, ( : : : )) G Pentru fiecare n grupul mr (RFn, ( : : : )) este un grup ciclic de ordinul Este format din A și Lema GI Orice buclă din RFn care începe la punctul ( : : : ) este omotopică fie la bucla I, fie la o buclă constantă Depinde dacă calea care acoperă această buclă conectează polii P+ și P sau dacă este în sine o buclă • Unde este utilizată ipoteza în demonstrațiile teoremei G și ale lemei G ? Grup fundamental al unui grup de cercuri Să considerăm o familie de spații topologice {A"a}, în fiecare dintre care este marcat un punct xa Luați în considerare suma deconectată [ |a Xa a acestor spații și identificați toate punctele marcate din ea Spațiul coeficient rezultat se numește buchetul de spații {Xa} și este notat cu V Xa În special, o grămadă de q cercuri este un spațiu care este uniunea de q instanțe de cercuri care au un punct comun, numit centrul acestui grup § Calculul grupelor fundamentale Notați buchetul q de cercuri cu Bq, iar centrul său cu c Fie u, , uq bucle în Bq, fiecare dintre acestea începând de la c și parametrizând cercul corespunzător lui Bq Notăm cu cc clasa de homotopie a buclei u N Teorema Grupul Tr (Bq, c) este un grup liber generat liber de elementele a , , aq Digresiune algebrică: grupuri libere Amintiți-vă că un grup G este un grup liber cu generatoare libere alt ,aq dacă: fiecare dintre elementele sale x & G este reprezentat ca un produs al puterilor (cu exponenți întregi, dar nu neapărat pozitivi) ale elementelor , aq, adică x = a £ a% Această reprezentare este unică până la următoarele operații banale: se pot introduce și elimina produse de forma ax" și q" ^ sau se pot înlocui a(tm) cu afa' cu p + q = m și invers Un grup liber este definit până la izomorfism prin numărul generatorilor săi liberi Numărul de generatori liberi ai unui grup liber se numește rangul său Reprezentantul standard în clasa grupurilor libere izomorfe de rang q este grupul de cuvinte din alfabet format din q litere a , , aq și inversele lor a^ , , a" Două cuvinte reprezintă același element al acestei grupe dacă și numai dacă unul dintre ele poate fi obținut de la celălalt prin inserții și ștergeri ale fragmentelor ataȚ și a/'u Pentru acest grup vom folosi notația F(a ; , aq) sau doar Fe dacă nu ne interesează anumite generatoare J Fiecare element al grupului!i(a}, , aq) are un reprezentant unic cel mai scurt Este un cuvânt în care nu se pot face abrevieri Numărul de litere din cea mai scurtă reprezentare a unui element x £ F(a,, , aq) se numește lungimea elementului x și se notează cu £(x) Desigur, pentru ca lungimea să fie determinată, generatoarele acestui grup trebuie fixate Să se arate că un automorfism al grupului Fq poate duce un element x e Fq la un element de altă lungime Pentru ce valori ale lui q este imposibil acest lucru? Este posibil să obțineți un cuvânt de lungime arbitrară în acest fel? K Grupul G este un grup liber, generat liber de elementele sale ar, ,aq, dacă orice mapare a mulțimii {a ,aq} la un grup arbitrar X se extinde la un homomorfism unic G X Uneori afirmația teoremei K este luată ca definiție a unui grup liber Definițiile de acest fel subliniază mai degrabă interrelațiile dintre diferite grupuri decât structura internă a fiecăruia Capitolul grupuri Desigur, astfel de interrelații fac posibilă, în final, restabilirea și a structurii interne a grupurilor Acum putem reformula Teorema H după cum urmează: L Omomorfismul F(ai, , aq) -> tti(Bq,c), care mapează α la un element di din grupul fundamental al buchetului de cercuri, este un izomorfism fizicismul În primul rând, pentru simplitate, ne restrângem la cazul q = pentru a evita complicațiile inutile în notație și cifre Acesta este cel mai simplu caz, care reprezintă într-adevăr pe deplin situația generală, în timp ce în cazul lui q = există prea multe specificații (fie doar pentru că în acest caz grupul este comutativ) Pentru a profita de buchetul a două cercuri, eliminăm indicii din notație Fie B = B , u = u r, v = u , a = a , / = a Acum afirmația L arată astfel: Omomorfismul F(a, b) -> r(B, c) sub care a a și b b -> / este un izomorfism Această teoremă ar putea fi demonstrată în același mod ca și Teoremele C și G, dacă am ști cum este aranjată învelișul universal al buchetului B Astfel, pentru a demonstra teorema, trebuie să construim un spațiu de acoperire universal de buchetul a două cercuri Acoperire universală a unui buchet din două cercuri Notăm cu U și V punctele antipode față de punctul c de pe cercurile buchetului B Tăiem B în aceste puncte eliminându-le din B și apoi adăugând două puncte noi în loc de fiecare dintre ele Oricare ar fi această operație de tăiere, rezultatul ei este crucea K, care este unirea a patru segmente cu un capăt comun c Vom numi segmentele razele crucii Există o mapare naturală P: K -> B, luând centrul de la crucea K către centrul din buchetul B, a cărei restricție la fiecare dintre razele crucii este un homeomorfism al acestei raze la semicercul corespunzător al buchetului Deoarece cercurile buchetului В sunt parametrizate de buclele u și ѵ, jumătățile fiecăruia dintre cercuri pot fi ordonate Să notăm cu U+ acel punct al pre-imaginei P (C ) care aparține razei mapate primei dintre jumătățile cercului care conține punctul U, iar cu U~ al doilea punct al componentelor acestui pre- imagine În mod similar, notăm cu V'+ şi V~ punctele imaginii inverse P~ (V) U Și Restricția lui P la K x {U+, U~, V+, V"} este un homeomorfism la B x {U, V} Prin urmare P este o acoperire a spațiului B x {U, V} Cu toate acestea, punctele U și V nu au vecinătăți acoperite corespunzător În plus, § Calculul grupelor fundamentale imaginea inversă a fiecăruia dintre ele este formată din două puncte (punctele finale corespunzătoare ale crucii), în vecinătatea cărora P nu este nici măcar un homeomorfism local Pentru a face față acestei probleme, lipim la fiecare dintre cele patru capete ale crucii K încă o instanță a crucii K și continuăm într-un mod natural maparea lui P pe spațiul topologic rezultat Dar acum există noi puncte finale în care maparea noastră nu este un homeomorfism local Ei bine, să repetăm aceeași operație prin lipirea a copii noi ale crucii K Și acum fiecare dintre aceste puncte are o vecinătate care se mapează homeomorf pe imaginea sa din B Dar au apărut de noi puncte finale Și așa mai departe Această activitate pare destul de nebunească: prin corectarea defectelor, creăm de trei ori mai multe noi la fiecare pas Totuși, dacă acest lucru se repetă de nenumărate ori, atunci toate punctele rele vor fi corectate, iar spațiul topologic rezultat cu extinderea mapării P dată pe el se va dovedi a fi un spațiu de acoperire M Formalizați construcția învelișului buchetului B descris mai sus Considerați grupul F(a, ) ca un spațiu topologic cu topologie discretă și construiți produsul său prin crucea K Rezultatul, spațiul K x F(a, ) poate fi văzut ca un set de instanțe ale crucii K , numerotat cu elementele grupului F(a, ) Din punct de vedere topologic, aceasta este suma disjunctă a acestor instanțe Identificăm în K x F(a,b) punctul (U~,g) cu (U+,ga) și punctul (V~, g) cu (V + , gb) pentru fiecare element g ∈ F(a, ) Notați spațiul coeficient rezultat cu X N- Compoziția proiecției naturale K x F(a, &) -> K și maparea P: K -> B definește o mapare continuă a factorilor p: X -> B , Maparea p: X -> B este o acoperire R Spațiul X este legat de cale Pentru fiecare element e F(a, ) există o cale care leagă punctul (c, ) de punctul (c, q'), acoperind bucla din B obţinută prin înlocuirea literei a din cuvântul e cu a bucla u, iar litera b - bucla v Î Spațiul X este pur și simplu conectat Aceasta amintește de o poveste de basm despre bătălia cu șarpele Gorynych, dar un final fericit neașteptat arată că matematica are o putere magică, pe care eroii din basme nici nu și-au putut imagina Și, de fapt, l-am întâlnit pe Zmey Gorynych K cu patru capete, i-am tăiat cu vitejie toate capetele, dar, în conformitate cu tradiția genului, au crescut trei noi în locul fiecărui cap vechi Le-am tăiat și noi, iar istoria s-a repetat Și nu ne gândim cum să evităm această înmulțire a capetelor Să știi că tăiem! Spre deosebire de eroii din basme, acționăm în afara Timpului și nu avem unde să ne grăbim Repetând exercițiul de a tăia un număr de capete în creștere exponențială de un număr infinit de ori, am câștigat! Gorynych-ul nostru nu mai are cap! Aceasta este o imagine tipică a unei construcții infinite de succes în matematică Uneori, ca și în cazul nostru, o astfel de construcție infinită poate fi înlocuită cu una finită, dar care se ocupă de obiecte infinite Cu toate acestea, se întâmplă ca o construcție importantă să implice o repetiție nesfârșită, care nu poate fi evitată în niciun fel Capitolul , * Fie spațiul X uniunea mulțimilor deschise U și V a căror intersecție are cel puțin trei componente conexe Demonstrați că grupul fundamental al spațiului X este non-abelian și, în plus, poate fi mapat epimorfic pe un grup liber de rang , x Grupuri fundamentale ale unora spații finite , x Demonstrați că fiecare spațiu în trei puncte conectat la cale este pur și simplu conectat (cf ) , x Considerăm un spațiu topologic X format din punctele a, b, c și φ în care topologia este dată de o bază compusă din mulțimile {a}, {c}, {a, , c} și {c, φ } Demonstrați că spațiul X nu este pur și simplu conectat , x Calculați tgDC) Zb IOx Fie X un spațiu topologic finit cu un grup fundamental netrivial Fie po cel mai mic număr de puncte dintr-un astfel de spațiu ) Găsiți prin ) Care sunt grupurile fundamentale netriviale ale spațiului în care numărul de puncte este egal? Ei ) Construiți un spațiu topologic finit cu un grup fundamental non-abelian ) Care este cel mai mic număr de puncte necesare pentru un astfel de spațiu? , x* Construiți un spațiu topologic finit cu Grupul fundamental ^ Dovezi și comentarii Dovezi și comentarii -A Să arătăm că setul B în sine este acoperit corespunzător Într-adevăr, (rgv) (B) \u d X \u d x Y) - și deoarece topologia în pro- spațiul F este discret, atunci fiecare dintre mulțimile B x y este deschisă în spațiul total al acoperirii, iar restricția rv la fiecare dintre ele este un homeomorfism A Dacă p|vn : Va -" U este un homeomorfism, atunci p mapează K Pr" (U') homeomorf pe U' b eu =>| Să construim un homeomorfism h: p (f ) -> U x p (a) pentru o vecinătate arbitrară acoperită corespunzător U ⊂ B a punctului a Prin definiția unei vecinătăți acoperite corespunzător, p (J ) = Fie x ep~r(u), Se consideră că a mulțimilor deschise Ua care conține punctul x și să îi atribuie o pereche (p(t), c) , unde {c} = p~g(a) P Ua Este clar că corespondența χ -> (p(m), c) definește un homeomorfism h: p~r(u) -> Uxp" (a) , deci p: X -> B este o acoperire C Pentru orice punct z e S mulţimea Uz = S' x {-z} este vecinătatea sa acoperită corespunzător Într-adevăr, fie z = e rx Atunci imaginea inversă a vecinătății Uz este uniunea |Jfcgz~ x + & + ^), iar restrângerea acoperirii la fiecare dintre aceste intervale este un homeomorfism -D O vecinătate acoperită corespunzător a punctului (r, y) S xx este produsul (S x {-r}) x K; cf -E E Verificați dacă produsul vecinătăților acoperite corespunzător ale punctelor b € B și b' e B' este o vecinătate acoperită corespunzător a punctului ( , ') e B' F Luați în considerare o diagramă R -> C S x K - -^ C x O în care g(z, m) = zex, h(x, y) = y + mx și q(x, y) = (e G X, y) Din egalitatea g{q(x, y)) = е ,гх ■ еѵ = еу+ тгх =p(h(x, y)) este comutativă Este clar că mapările g și h sunt homeomorfisme Deoarece, prin D, maparea q este o acoperire, rezultă că p este și o acoperire G În virtutea E, această afirmație rezultă din -C Desigur, nu este greu să o dovedești direct O vecinătate acoperită corespunzător a punctului (r, r') € S x S este produsul (B x {-r}) x (B x {-r'}) N Fie z&S Imaginea inversă a punctului -r sub proiecție este formată din n puncte care împart spațiul total al acoperirii în n arce, iar restrângerea proiecției la fiecare dintre ele determină homeomorfismul acestui arc la vecinătatea S x { - r} punctului z I În virtutea -E, această afirmație decurge din -H Capitolul -J Imaginea inversă a punctului y & este perechea {x, -x} cu Sn de antipod puncte Un plan care trece prin centrul sferei, ortogonal cu vectorul x, împarte sfera în două emisfere deschise, fiecare dintre ele proiectată homeomorf pe o vecinătate (homeomorfă la Rn) a punctului y RPn -K Nu, nu este, deoarece punctul S nu are un cartier acoperit corespunzător L Intervalele deschise indicate în enunţ nu sunt submulţimi deschise ale planului Mai mult, deoarece imaginea inversă a oricărui interval este o mulțime conexă, nu poate fi împărțită deloc în submulțimi disjunse deschise - L Demonstrați că din definiția unui înveliș rezultă că mulțimea de puncte ale bazei a cărei preimagine are o cardinalitate dată este deschisă și folosiți conectivitatea bazei învelișului N Cele în care spațiul de acoperire este K , R , Rn x O pentru n , Sn pentru n , adică un spațiu simplu conexat A Să presupunem că există o ridicare g a mapării identice a cercului în sine; este o injectie continua S -> K Sa aratam ca astfel de injectii nu exista Fie g(S') = [a; b] Din teorema valorii intermediare rezultă că fiecare punct x (a; ) este imaginea a cel puțin două puncte ale cercului Prin urmare, g nu este o injecție Q Considerăm o acoperire a bazei printr-un set de vecinătăți acoperite corespunzător ale punctelor sale și o astfel de împărțire a segmentului [ ; ] prin punctele = a B o homotopie între căi și uv, astfel încât h(r, ) = u(m), h(r, ) = v(m), h(O ,t) = b și h(l,t) = bt & B Să arătăm că există o mapare h: I x I -> X care acoperă h și astfel încât h(Q, ) = x Dovada existenței unei homotopii de acoperire este similară cu demonstrarea teoremei căii de acoperire Să împărțim pătratul I x I în pătrate mai mici, imaginea fiecăruia dintre ele sub maparea h este conținută într-o zonă acoperită corespunzător în spațiul B Restricția hk,e a homotopiei h la fiecare dintre "mici" pătratele Іk>( vor fi acoperite de maparea corespunzătoare hk,e Pentru a obține o acoperire de homotopie h, este necesar doar să se asigure că aceste mapări coincid la intersecțiile acestor pătrate Până la , pentru aceasta este suficient să se ceară că aceste mapări coincid cel puțin la un moment dat Să facem primul pas: fie h(Io, o) C Ub și hOfl : Înainte de -> X este o mapare de acoperire astfel încât Dovezi și comentarii L o,o(ao, Co) = o Acum punem bt = r(ai, c ) și xt = h(al c ) Există o hartă Ai, : i,o -> X care acoperă A|i astfel încât hlfi(a ,c ) = ?i Continuând construcția, vom obține maparea h, dată pe întreg pătratul Rămâne de verificat că h este o homotopie a căii Considerăm o cale de acoperire u: t i-► h(O,t) Deoarece roiurile sunt o cale constantă, atunci și calea trebuie să fie constantă, deci h(Q,t) = x Într-un mod similar, Λ,( ,t) = W] este un punct fix al spațiului de acoperire Prin urmare, h este o homotopie a căii În concluzie, observăm că unicitatea sa rezultă, din nou, din Lema D Formal, acesta este într-adevăr un corolar, dar, strict vorbind, acest lucru a fost deja arătat în demonstrația teoremei S E Calea constantă este acoperită de calea constantă În virtutea D, orice buclă homotopică la o buclă constantă este acoperită de o buclă A Se consideră căile sn : I -> K: t b-► nt, sn ,: I -> IR: ti -> (n - )i și Si: -> K: t b-► n - +t care acoperă căile sn, sn , respectiv Si Deoarece produsul sn iSi este definit și are același început și sfârșit ca și calea sn, atunci sn ~ Sn-iSj și, prin urmare, sn ~ sn s Prin urmare, [s"] = [sn i]a, de unde prin inducție rezultă egalitatea [sn] = an B Vezi dovada afirmației anterioare: aceasta este calea dată de formula sn(t) = nt C Dacă p-► a și k b-► ak, atunci p + k b-► an + k = an ■ ak P Deoarece linia K este pur și simplu conexă, rezultă că căile snsn sunt homotopice, deci și căile s, sn sunt homotopice, deci [s] = [sn] = an P Dacă n , atunci calea ~sn se termină în punctul n, deci nu este o buclă Prin urmare, bucla sn nu este homotopică la zero S În virtutea S , maparea luată în considerare este bine definită și este un homomorfism În virtutea S , este un epimorfism, iar în virtutea C ~ monomorfism Deci este un izomorfism D Aceasta rezultă din calculul de mai sus al grupului fundamental al cercului și din Propoziția : TT^S x x S\, ( , , , )) = r! (S , ) x x = Zn P factori n factori E Fie S x S = {(r, w): |r| = , |w| = } c C x C Generatorii grupului fundamental mr i("S x S , ( , )) sunt buclele Si: t b-> (e ~d, ) si s :t ( ) , e , rz) F Deoarece R x = S x R, atunci Ti (W X , ( , )) Ti (S , ) X T! (K, ) Z G Fie u o buclă în RPn și fie au o cale care o acoperă în Sn Pentru n sfera Sn este pur și simplu conectată, iar dacă și este o buclă, atunci u și, prin urmare, u, sunt homotopice Capitolul Acoperiri și calcul al grupului fundamental zero Dacă, totuși, nu este nici o buclă, atunci, din nou, datorită conexiunii simple a lui Sn, și ~ în consecință, de asemenea ~ £ G Prin G , grupul fundamental este format din două elemente, deci este un grup ciclic de ordinul doi N Vezi M A se vedea paragraful care urmează textului acestei declarații N O consecință evidentă a definiției mapării R - O consecință evidentă a definiției cartografierii p R Demonstrați prin inducție Q Folosiți faptul că imaginea oricărei bucle, fiind o mulțime compactă, intersectează doar un număr finit de segmente care alcătuiesc spațiul total X al învelișului și folosiți inducția asupra numărului de astfel de segmente Capitolul Grupuri fundamentale și mapări § Homomorfisme induse și primele lor aplicații Homomorfism indus Fie f: X -> Y o mapare continuă a unui spațiu topologic X într-un spațiu topologic Y Fie x £ X și Yo = f(x ) £ Y În acest caz, spunem că f mapează spațiul cu un punct marcat (X, x ) în spațiul cu un punct marcat (Y y ) și scriem f: (X, x ) -> - (Yr/o) Să notăm cu harta Qi(X, Zq) -> Πi(Y, yo): s b -> f o s A Maparea transformă buclele homotopice în bucle homotopice Prin urmare, definește o mapare f: B Pentru orice hartă continuă f: (X, Zq) - (Yo) harta f*: Ti(X, x ) -> Ti(Y, yo) este un homomorfism Omomorfismul fn: r (X, x ) -> r (Y, y ) se numește homomorfismul indus de harta continuă f S Fie f: (X, x ) -> (Y,y ) și g: (Y,y ) -> (Z,z ) hărți continue Apoi ( ° f)* - * ° f*'- Ti(X, z ) -> Ti(Z, r ) D Dacă mapările f, g: (X, x ) -> (Y, y ) sunt x -homotopice, mo f, = gt E Ghicitoare Cum poate fi generalizată teorema D în cazul mapărilor liber homotopice? F Fie harta f: X -> Y continuă, iar punctele x și x} ale spațiului X să fie legate printr-o cale s: I -> X Fie y = f(xo) și Yi = Atunci următoarea diagramă este comutativ: r (X, £o) - r (Y, T/o) iT/°s adică Tfos o \u d f "oTs Capitolul Grupul fundamental și mapările Demonstrați că maparea C \ -> C \ : z i -► r nu este omotopică la maparea identității C \ -> C \ Fie X ⊂ Rn Demonstrați că dacă o hartă continuă f: X -> Y se extinde la o hartă continuă Rn -> Y, atunci homomorfismul (adică mapează întregul grup la unul) pentru orice punct x ex Demonstrați că grupul fundamental al oricărui spațiu Hausdorff legat de căi care conține o mulțime deschisă homeomorfă la spațiul S x S x ( , ) este infinit și nu ciclic Demonstrați că dacă un spațiu X care satisface condițiile problemei poate fi mapat prin intermediul unei mapări continue în spațiul Y cu un grup fundamental neciclic infinit, astfel încât această mapare ar induce un epimorfism al grupului m(XDX) pe m(Y) - Demonstrați că grupul fundamental al spațiului GL(n,C) al matricilor complexe nesingulare (cxn) este infinit Teorema fundamentală a algebrei superioare Aici demonstrăm o teoremă care, la prima vedere, nu are nimic de-a face cu grupul fundamental G Teorema fundamentală a algebrei superioare Orice polinom de grad pozitiv dintr-o variabilă cu coeficienți complexi are o rădăcină complexă Formulare echivalentă: Fie p(z) = zn + a zn" + + an un polinom de grad n> cu coeficienți complexi Atunci există un număr complex w astfel încât p(w') = Deși această teoremă este formulată pur algebric și este numită teorema fundamentală a algebrei superioare, ea nu are o singură demonstrație pur algebrică Demonstrațiile ei se bazează fie pe raționament topologic, fie fac apel la analize complexe Acest lucru nu este întâmplător, deoarece câmpul C al numerelor complexe, ca și câmpul R, nu poate fi descris în termeni pur algebrici Toate construcțiile sale includ un fel de construcție de finalizare, cf § G Reducere la problema cartografierii Deduceți teorema G din următoarea afirmație: Oricare ar fi polinomul complex p(z) de grad pozitiv, imaginea hărții C -> C: z -► p(z) conține punctul £ C Cu alte cuvinte, formula z i -► p(z) nu definește harta C -> C \ G Estimarea membrilor juniori Fie p(z) = zn + ацх"- + + an este un polinom complex, q(z) = zn și r(z) = p(z) - q(z) Atunci există un număr pozitiv R astfel încât |r(r)| C x : z -► p(z) va fi omotop la calea "doamnei" S -" • C x : z b-► g(z) § Homomorfisme induse și aplicațiile lor G - Lema evidentă (Compară cu ) Dacă f- X -> Y este o mapare continuă și s: S -> X este o buclă contractabilă, atunci bucla f o s: S -> Y este și ea contractabilă , x Generalizarea teoremei valorii intermediare Nx Mister Ce poate fi un analog al teoremei valorii intermediare Și cum rămâne cu mapările f: Dn -> Rn? IX Aflați dacă teorema valorii intermediare A este echivalentă cu următoarea afirmație Fie f: D -> R o mapare continuă Dacă f(S°) și subharta f : S° -> R x a hărții f induce o hartă neconstantă r ( °) -> Tr (R xO), atunci există un punct x & D astfel că f(x)= Jx Mister Gândiți-vă la o generalizare a teoremei valorii intermediare la cazul hărților Dn -> Rn care ar generaliza reformularea acestei teoreme propusă în problema IX Pentru a face acest lucru, va trebui să definiți un homomorfism indus pentru grupurile de homotopie Ch Fie /: Dn -> Rn o mapare continuă Dacă /( ' ' ) nu conține Rn și subharta f : S"- -> Rn x din f induce un homomorfism non-nul tGP-DZ"- ) rn (R"\ ), atunci există un punct x Dn astfel încât f(x) = Aplicarea teoremei Kx este complicată de o condiție greu de verificat pentru n > Pentru n = , aceasta încă nu depășește cadrul teoriei dezvoltate mai sus , x Fie f: D -> R o hartă continuă Dacă /(S ) nu conține un punct a S R și o buclă circulară /|si : S -> R \a definește un element netrivial al grupului mri(R x a), atunci există un astfel de punct x D că f(x) = a , x Fie / : D -> R o mapare continuă a cărei restricție la cercul limită S al discului coincide cu includerea S -> K Atunci f(D ) și D , x Fie o mapare f : R -> R continuă și există un număr real m astfel încât |/(x) - x| m pentru orice x E K Demonstrați că atunci f este surjectiv , x Fie u,v: I -> IXI căi astfel încât u( ) = ( , ), u( ) = = ( , ), u( ) = ( , ) și u( ) = ( , ) Demonstrați că atunci u(I) A Пѵ( )/ K definită de forma z' bucla w[x, y) = u(x) - v(y) / Eh- Demonstrați că există disjunctive conectate " , stabilește F,G ⊂ I astfel încât ( , ), ( , ) € F și ( , ), ( , ) G , x Putem cere în plus ca mulțimile F și G care îndeplinesc condițiile problemei anterioare să fie închise? Ei* Fie C o curbă închisă simplă netedă - x pe un plan care are două puncte de inflexiune, cum ar fi / \ prezentată în figură Demonstrați că există o linie (I Poate să intersecteze C în patru puncte a, b, c, d astfel încât r' segmente [a;b], [b; s] și [s; d] au aceeași lungime Capitolul Grupul fundamental și mapările , x Gradul unui punct relativ la o buclă După cum știm (vezi F), grupul fundamental al planului perforat r (R x ) este izomorf cu Z Există două izomorfisme obținute unul de celălalt prin înmulțirea cu - Să alegem una dintre ele, să zicem, cea care atribuie clasei buclei t (cos m R x întreg Acest număr nu este altceva decât numărul de ori în care această buclă se învârte în jurul valorii de (ținând cont de direcția de mișcare) Acum să schimbăm punctul de vedere: reparăm bucla, dar vom varia punctul Fie u: S -> R o buclă circulară în plan și x £ R \ ^(S ) Vom numi gradul punctului x relativ la bucla u, precum și indicele buclei și raportat la punctul x și notăm cu ind(u, x) întreg corespunzător homotopiei nd- la clasa logică [u] € mrі (R x x) a acestui pet- / /^x \ fie sub izomorfismul natural r (Ій x x) = Z y"md=i (folosim în esență același lucru descompunerea grupului m, (R \ i) cu Z, luând clasa de homotopie a buclei t L-► x + (cos mt, zin mt) în ) Numărul ind(u, x) poate fi, de asemenea, caracterizat convenabil după cum urmează Concomitent cu bucla circulară u: S -" R \ w se consideră maparea u(z) - X lu(z)-xl' Omomorfismul : ri(S' ) -* ri(S' ) ia generatorul a al grupului fundamental al cercului într-un element ka, unde k = ind(u, x) Lx Corespondența x n-► ind(u, x) definește o funcție local constantă pe R x u(S' ) , x Fie u: S -> ÎR o buclă circulară și x, y £ ÎR x "(S ) Demonstrați că dacă ind(u, x) ⩽ ind(u,?/), atunci orice cale din R care leagă x la sy intersectează u(Sx) , x Dacă "(A' ) este conținut într-un cerc și punctul x nu aparține acestui cerc, atunci ind(a, x) = , x Găsiți mulțimea de valori ale funcției ind: R xu(Sx) -> Z pentru următoarele bucle circulare: ) u(z) = z; ) u(z) = z; ) a(z) = z + z:- + z - z- (aici, ca de obicei, z £ S CC) , x Calculați indicii tuturor buclelor posibile a căror imagine este o lemniscate (un buchet standard imbricat de două cercuri) în raport cu diferite puncte ale planului , x Găsiți o buclă circulară f: S -> R pentru care există puncte x, y ОR \/(*^ ) cu ind(/, x) = ind(/, y) ) h Demonstrați că pentru orice rază R ⊂ K care emană din x, numărul de puncte din Y- (R) este cel puțin | ind(/, x)| Mx Dacă maparea u: S -> R este restricția mapării F: D -> R și ind(u, x) / , atunci χ £ F(P ) Nx Dacă și și ѵ sunt bucle circulare în R cu un punct de plecare comun § Retractii si puncte fixe (adică u( ) - v( )), iar uv este produsul lor, atunci ind(ur, x) - ind(u, x) + ind(r, x) pentru orice punct x R x uv( SF) Oh Fie u, v: S -> R bucle circulare, iar x € R x (u(S' ) U v( r)) Dacă există o homotopie (liberă) ut, t EI duce u la v și nu atinge punctul x (adică, astfel încât x ∈ R x u > S ) pentru fiecare t EI), atunci ind(u, x) = ind (r, x) Rx Fie u: S -> C buclă circulară și a E C \ uțS ) Apoi indfu, a) = -D-; / V tgg DACA)~a| u(z) - a dz Qx Fie p(z) un polinom cu coeficienți complecși, R > și z ∈ C Să considerăm o buclă circulară u: S -> C: zp(Rz) Dacă z ∈ C x u(S' ), atunci polinomul p(z) - z din discul deschis BR are (multiplicități de numărare) exact ind(u, zq) rădăcini Rx Mister Ce poate fi înlocuit cu o buclă circulară u, domeniul BR și polinomul p(z) astfel încât afirmația menționată să rămână valabilă? , x Teorema Borsuk-Ulam Sx Teorema unidimensională Borsuk-Ulam Pentru orice mapare continuă f: S -> R există un punct S astfel încât f(x) = f(-x) Tx Teorema bidimensională Borsuk-Ulam Pentru orice mapare continuă f: S -> R există un punct x ∈ S astfel încât f(x) = f(-x) Tx Lema Dacă există o hartă continuă f: S -> R cu f(x) f(~x) astfel încât pentru orice punct x ∈ S , atunci există o hartă continuă RP care induce un homomorfism non-trivial rDKR ) rDKR ) , x Demonstrați că în fiecare moment de timp există o astfel de pereche de puncte antipode pe suprafața globului, încât presiunea atmosferică și temperatura într-una dintre ele sunt egale, respectiv, cu presiunea atmosferică și temperatura în celălalt Teoremele Sx și Tx sunt cazuri speciale ale următoarei teoreme generale Nu considerăm cititorul gata să demonstreze Teorema Ux în generalitate deplină, dar există un alt caz special disponibil? Ux Teorema Borsuk-Ulam Pentru orice mapare continuă f: Sn -> Rn există un punct x ∈ Sn astfel încât f(x) = f(-x) § Retractii si puncte fixe Retractii si retractii O mapare continuă a unui spațiu topologic pe subspațiul său se numește retragere dacă restricția sa la acest subspațiu este maparea identității Cu alte cuvinte, dacă X este un spațiu topologic, A ⊂ X, atunci o hartă p: X -> A se numește retragere dacă P\a = idA Capitolul Grupul fundamental și mapările A Fie p o mapare continuă a unui spațiu topologic X pe subspațiul său A Următoarele afirmații sunt echivalente: ) P ~~ retractie; ) p(a) = a pentru orice punct a e A; ) punct = idA; ) p: X -> A este o extensie a mapării identităţii idA Un subspațiu A al unui spațiu topologic X se numește retragere a lui X dacă există o retragere X -> A B Fiecare submulțime de un punct este o retragere Un set de două puncte nu trebuie să fie retractat C Nicio submulțime de două puncte a dreptei R nu este retragerea acesteia Dacă A este o retragere a spațiului X și B este o retragere a spațiului A, atunci B este o retragere a spațiului X Dacă A este o retragere a spațiului X și B este o retragere a spațiului Y, atunci A x B este o retragere a spațiului X x Y Segmentul [a; b\ este o retragere a dreptei R ' Intervalul (a; b) nu este o retragere a dreptei R , Ce proprietăți topologice sunt transferate din spațiul ambiental în retractele sale? Demonstrați că retragerea spațiului Hausdorff este închis (în acest spațiu) Demonstrați că unirea axei y și a mulțimii {(m, y) € R | х > , y = ijnD} nu este o retragere a planului R și, în plus, nu este o retragere a vreuneia dintre vecinătățile sale D Colonul S° nu este un retract al segmentului D Rolul noțiunii de retractare este clarificat de următoarea teoremă E O submulțime A a unui spațiu topologic X este retragerea sa dacă orice mapare continuă A -> Y într-un spațiu arbitrar Y poate fi extinsă la o mapare continuă X -> Y Grupul fundamental și retractările F Dacă p: X -> A este o retragere, i: A -> X este o incluziune, iar x € A, atunci x ) -> r|(X x ) este un monomorfism G Mister Care dintre cele două afirmații ale teoremei anterioare (pe pt sau pe r) este mai ușor de utilizat pentru a demonstra că mulțimea Ax nu este o retragere a spațiului X? N Teorema lui Borsuk în dimensiunea doi Cercul S nu este o retragere a cercului D , Este linia proiectivă o retragere a planului proiectiv? Următoarele probleme sunt mai dificile decât Teorema H în sensul că soluția lor nu se reduce la o referire directă la Teorema F, ci necesită un apel la ideea principală a demonstrației sale, identitatea p* sau r* = id ri(^ja oj § Retractii si puncte fixe Demonstrați că cercul limită al benzii Möbius nu este o retragere a benzii Möbius în sine Demonstrați că cercul de delimitare al unui mâner nu este o retragere a mânerului în sine Teorema lui Borsuk în generalitate deplină (adică o generalizare a teoremei H la dimensiuni mai mari) nu poate fi obținută din teorema F în același mod în care a fost derivat cazul său special Cu toate acestea, poate fi demonstrat folosind o generalizare a teoremei F la grupuri de homotopie superioare teorema lui Borsuk Sfera Sn~' nu este o retragere a mingii Dn La prima vedere, această teoremă poate părea inutilă De ce trebuie să știm că într-o anumită situație nu există mapări de un tip foarte special - retractii? Totuși, în matematică, teoremele care afirmă inexistența a ceva pot fi strâns legate de alte rezultate mai atractive De exemplu, teorema lui Brouwer decurge din teorema lui Borsuk, care are o gamă largă de aplicații Totuși, în primul rând, vom introduce un concept important legat de teorema lui Brouwer puncte fixe Un punct a? X se numește punct fix al mapării f: X -> A" dacă f(a) = a Se spune că un spațiu X are proprietatea punctului fix dacă fiecare hartă continuă XX are un punct fix Proprietatea unui punct fix înseamnă solubilitatea unei clase largi de ecuații Demonstrați că proprietatea punctului fix este topologică Demonstrați că segmentul [a; b] are proprietatea unui punct fix Demonstrați că dacă un spațiu topologic are proprietatea punctului fix, atunci la fel are oricare dintre retragerile sale Fie X și Y spații topologice, xq X și y$ G Y Demonstrați că X și Y au proprietatea punctului fix dacă buchetul lor (X, xq) V (Y, y$) = XUY/\ xq ~ m /o] are, de asemenea, proprietatea punct fix Demonstrați că fiecare arbore finit (vezi § x) are proprietatea punctului fix (Această afirmație este adevărată pentru copaci infiniti?) Spațiul Rn pentru n > are proprietatea unui punct fix? Are sfera Sn proprietatea punctului fix? Demonstrați că pentru n impar spațiul proiectiv real RFn nu are proprietatea punctului fix (Sugestie -=C^n+ ^ ) , * Demonstrați că pentru n impar, spațiul proiectiv complex CRP nu are proprietatea punctului fix Informație Pentru n chiar, spațiile proiective și CPn au proprietatea punctului fix Teorema lui J Brouwer Bila Dn are proprietatea punctului fix J Deduceți teorema lui Brouwer în dimensiunea n (adică afirmația că bila Dn are proprietatea punctului fix) din teorema lui Borsuk în aceea că Capitolul Grupul fundamental și mapările aceeași dimensiune (adică afirmația că sfera Sn nu este o retragere a mingii Dn) K Deduceţi teorema lui Borsuk din teorema lui Brouwer Existența punctelor fixe poate fi dovedită nu numai din considerente topologice Demonstrați că dacă f: Rn -> Rn este o transformare afină periodică (adică / o o / = id^n pentru unele p), atunci f are un punct fix p ori § Echivalenţe de homotopie Echivalența homotopiei ca mapare Fie X și Y spații topologice, f: X -> Y și g : YX hărți continue Luați în considerare compozițiile fog: Y -'Yngof: A" -> X Dacă aceste compoziții sunt hărți identice, atunci / și q sunt homeomorfisme reciproc inverse Dar dacă compozițiile f o g și până la f sunt homotopice față de mapările identice idy și id, atunci mapările f și q se numesc inverse de homotopie unul față de celălalt Dacă o hartă continuă f are o homotopie inversă, atunci f se spune că este homotopie inversabilă sau f este o echivalență homotopie A Demonstrați afirmațiile ) Fiecare homeomorfism este o echivalență de homotopie ) Orice hartă homotopic inversă a unei echivalențe de homotopie este ea însăși o echivalență de homotopie ) Compoziția echivalențelor de homotopie este o echivalență de homotopie Dați un exemplu de echivalență de homotopie care nu este un homeomorfism Echivalența homotopiei ca relație Spațiile topologice X și Y se numesc echivalent de homotopie dacă există o echivalență de homotopie X -> Y Î Relația de echivalență homotopică a spațiilor topologice este o echivalență Clasa de spații echivalente de homotopie se numește tip de homotopie Astfel, se spune că spațiile care sunt echivalente homotopic sunt de același tip de homotopie sau au același tip de homotopie Demonstrați că spațiile echivalente homotopic au același număr de componente conectate la cale Demonstrați că spațiile echivalente homotopic au același număr de componente conectate • Găsiți un număr infinit de spații care sunt de același tip de homotopie, dar nu sunt homeomorfe în perechi între ele § Echivalenţe de homotopie Retractii de deformare O retractie p: X -> A se numeste retractie de deformare daca compozitia sa ipore cu incluziunea ip: A -> X este homotopica la maparea identitatii idx Dacă compoziția ipor este homotopică la idx, conectată pe A, atunci p se numește retracție strictă de deformare Dacă există o retragere de deformare (strictă) a lui X pe A, atunci A se numește retragere de deformare (strictă) a spațiului X S Fiecare retragere de deformare este o echivalență de homotopie D Dacă A este o retragere de deformare a lui X, atunci spațiile X și A sunt echivalente în homotopie E Orice două retractări de deformare ale aceluiași spațiu sunt echivalente homotopic F Dacă A este o retragere de deformare a spațiului X și B este o retragere de deformare a spațiului Y, atunci A x B este o retragere de deformare a spațiului X x Y Exemple de echivalențe de homotopie G Cercul S este o retragere de deformare a puncției , Demonstrați că banda Möbius este echivalentă homotopic cu un cerc Clasificați literele alfabetului latin până la echivalența homotopie H Demonstrați că planul din care au fost îndepărtate s puncte are același tip de homotopie ca și mănunchiul de s cercuri Demonstrați că unirea conturului unui pătrat cu una dintre diagonalele sale este echivalentă homotopic cu un grup de două cercuri , Demonstrați că un mâner este echivalent homotopic cu un grup de două cercuri , Demonstrați că un mâner este echivalent homotopic cu unirea a trei arce care au capete comune (adică, litera greacă ) , Demonstrați că spațiul obținut din sfera S prin identificarea a două dintre punctele sale este echivalent homotopic cu buchetul cercului și al sferei Capitolul Grupul fundamental și mapările Demonstrați că spațiul trinoamelor pătrate complexe cu coeficientul de conducere și rădăcini diferite, adică spațiul {(p, Q) € C I z - pz - q = are două rădăcini diferite}, este homotopie echivalentă cu un cerc Demonstrați că spațiul GL(n,R) al matricelor reale inversabile (rxn) este echivalent în homotopie cu spațiul matricelor ortogonale O(n) Mister Ce legătură are soluția problemei anterioare cu ortogonalizarea Gram-Schmidt și ortogonalizarea Gram-Schmidt cu retragerea deformației? Construiți retractii de deformare: ) K xR -> S - ) Rn -> snmi h) ' - ) Sn -> gn-mi ) RPn -> Țgpn-mi , Retractii de deformare si echivalente de homotopie J ) Unul dintre spaţiile problemei poate fi încorporat în altul? ) Este posibil să se încorporeze fiecare dintre ele într-un plan cu două puncte perforate ca o retragere de deformare? Retractiile de deformare constituie un tip special de echivalențe de homotopie Ele sunt mai accesibile reprezentării vizuale, dar, după cum se poate observa din J, există spații atât de echivalente homotopic încât niciunul dintre ele nu poate fi încorporat în altul Se pare că nu există suficiente retractări de deformare pentru a stabili echivalențe de homotopie Cu toate acestea, nu este *' Demonstrați că oricare două spații echivalente homotopic pot fi încorporate pe măsură ce deformația se retrage în același spațiu topologic Spații contractabile Un spațiu topologic se numește X contractibil dacă maparea identității idx • X -> X este homotopic la zero Să se arate că segmentul I și dreapta R sunt contractibile Demonstrați că fiecare spațiu contractibil este legat de cale Următoarele proprietăți ale spațiului X sunt echivalente? ) Spațiul X este contractibil ) Spațiul X este homotopie echivalent cu un punct ) Există o retragere de defurcare a lui X la un punct ) Un punct x GX este o retragere de deformare a spațiului X ) Fiecare mapare continuă a unui spațiu arbitrar Y în X este homotopic la zero ) Orice mapare continuă de la X la un spațiu arbitrar Y este homotopic la zero Este adevărat că dacă spațiul X este contractibil, atunci pentru orice spațiu Y: ) oricare două hărți continue X -" Y sunt homotopice; ) sunt vreo două hărți continue Y → X homotopice? § Acoperiri şi grupul fundamental Care dintre spațiile de mai jos sunt contractabile? ) Rn; ) o mulţime convexă în Rn; ) Y și g: Y -> X sunt homotopic reciproc inverse, x & X și y € Y sunt puncte astfel încât x și, în plus, homotopiile care leagă f o g cu idy și g o f cu tdx sunt fixate pe yo și, respectiv, x Atunci ft și gt sunt izomorfisme reciproc inverse între grupurile mr(X, x ) și mr(Y, m/ ) L Consecinţă Dacă p: X -> A este o retragere de deformare strictă, x € A, atunci m ) sunt izomorfisme reciproc inverse Calculați grupele fundamentale ale următoarelor spații: ) R \R': ) RJV -^R"; ) S xĂ' ; ) RJV ) R ) SN ) RP \RP': ) mâner; ) bandă Möbius; ) sferă cu s găuri; ) sticlă Klein cu un punct îndepărtat; ) bandă Möbius cu găuri Demonstrați că cercul limită al unei benzi Möbius încorporate în R ca standard (vezi ) nu delimitează un disc încorporat în R al cărui interior nu intersectează banda Möbius ) Calculați grupul fundamental al spațiului Q al tuturor trinoamelor complexe pătrate ax -i-bx-i-c cu rădăcini diferite ) Calculați grupul fundamental al subspațiului său Qi, format din polinoame cu a = - Ghicitoare Este posibil să se rezolve problema folosind calcule care oferă derivarea tradițională a formulei pentru rădăcinile unui trinom pătrat? M Slăbim ipotezele teoremei K după cum urmează Presupunem că g(y ) / x și (sau) homotopiile care leagă f o g cu idy și d o f cu idx nu sunt conectate în punctele y și, respectiv, x Atunci cum sunt n dX legate între ele? § Acoperiri şi grupul fundamental Homomorfism indus de proiecție A Fie p: X -> B o acoperire, x X, iar b = p(x ') Atunci pt: r (X, x ) -> r](B, b ) este un monomorfism Numim grupul de acoperire p: X -> Β în punctul x subgrupul p V Ghicitoare Grupul unui înveliș este definit de un înveliș? C Grup de acoperire și bucle de ridicare În limbajul teoremei -J a căii de acoperire, descrieți acele bucle de la baza învelișului ale căror clase de omotopie aparțin grupului de acoperire Capitolul Grupul fundamental și mapările d Fie p' X -> B este o acoperire, punctele x , x} eX sunt în aceeași componentă legată de drum a spațiului X și bo = p(xa) - p(x}) Atunci subgrupurile pAmgDX, Zq)) și p∗(mi(Jf, ccj)) sunt conjugate în mr} (B, & ) (adică există un element a din grupul r](B, bII') astfel încât p r [X, x ')') = OG^p, (mіDX, ^))")- E Fie p: X -> B-acoperire, x &X și bo ~ p(x ) Pentru orice clasă de homotopie a € mrі(B,& ) există un punct xt £ p''( ) astfel încât F Fie p: X - y B un înveliș în sens restrâns, iar Gc rDW, & ) să fie grupul acestui înveliș corespunzător punctului marcat x Un subgrup H ⊂ r (B, ) este un grup de aceeași acoperire dacă este conjugat la un subgrup G Încă o dată despre numărul de foi de acoperire G Numărul de foi și indicele grupului de acoperire O acoperire cu foi finite în sens restrâns are numărul de foi egal cu indicele grupului său N Foi și clasele drepte Fie p: X -> B o acoperire în sens restrâns, € B, x € p ( ) Construiți o bijecție naturală a mulțimii p ( ) pe mulțimea p*(mr (X, m ))\mr (B, ) de clase drepte ale grupului fundamental al bazei acestei acoperiri de către grupul acoperirii Numărul de foi ale învelișului universal Numărul de foi ale unui înveliș universal este egal cu ordinea grupului fundamental al bazei sale Nontrivialitatea învelișului implică nontrivialitatea grupului fundamental Grupul fundamental al oricărui spațiu topologic cu un spațiu de acoperire non-trivial conectat la cale nu este trivial Care poate fi numărul de foi care acoperă banda Möbius de cilindrul S x P Care poate fi numărul de foi care acoperă banda Möbius de banda Möbius? , Care poate fi numărul de foi care acoperă sticla Klein cu un tor? Care poate fi numărul de foi care acoperă o sticlă Klein cu o sticlă Klein? , Care poate fi numărul de foi care acoperă sticla Klein cu avionul R ? , Care poate fi numărul de foi care acoperă sticla Klein de cilindrul S x R? Ierarhia acoperirilor (în sens restrâns) Fie p: X -> B și q: Y -> B acoperiri în sens restrâns, x,, X, y Y și p(x ) = g(m/o) = bo O acoperire q cu un punct marcat y se spune că este subordonată unei acoperiri p cu un punct marcat x dacă există o mapare ip: X - yY astfel încât qoip = p și y ) = V Maparea p în acest caz este numită subordonare Depunerea este o copertă J Dacă subordonarea există, atunci este unică mier B Învelișurile p: X -> B și q: Y -y B se spune că sunt echivalente dacă există § x Clasificarea spatiilor de acoperire există un homeomorfism h: X -> Y astfel încât p = qo h Homeomorfismele h și h se numesc echivalențe în acest caz K Dacă două acoperiri cu un punct marcat sunt subordonate unul altuia, atunci subordonările corespunzătoare sunt echivalențe L Echivalența acoperirilor punctuale marcate este într-adevăr o relație de echivalență pe mulțimea de acoperiri cu o bază dată M Subordonarea definește o relație de ordine parțială pe mulțimea claselor de acoperiri echivalente cu un punct marcat și o bază dată , Ce clasă de acoperiri echivalente este minimă (adică, subordonată tuturor)? N Fie p: X -> B și q: Y B acoperiri, x € X, y Y și p(xo) -= q(m/o) = b Dacă un înveliș q cu un punct marcat y este subordonat unui înveliș p cu un punct marcat x , atunci grupul lui p este conținut în grupul lui q, adică pf( Ti(X, a; o)) C § x Clasificarea acoperirilor spatii , x Existența subordonărilor Un spațiu topologic se numește conectat la cale locală dacă fiecare vecinătate U a oricăruia dintre punctele sale conține o vecinătate V conectată la cale cu U din acest punct IX Construiți un spațiu conectat la cale, dar nu local Ah Fie Β un spațiu conectat local, p: X -> Β și q: Y -> Β acoperirile sale în sens restrâns, x e X, y e Y și p(x ) = q(yo) = și învelişul q este subordonat învelişului p dacă p Ax În condițiile enunțului Ax, dacă traseele u, v: IX au un punct de plecare comun x și un punct final comun, atunci căile care acoperă traseele roiurilor și având un punct de plecare comun y se termină și ele în același punct -Ax În condițiile afirmației D Ax, maparea X -> Y, definită de -Ax I (ghiciți care este acea mapare!), este continuă , x Construiți un exemplu care să arate că condiția conectivității căii locale în -ÂX și -^x este necesară În Două acoperiri p: X -> B și q: Y -> B cu o bază comună conectată la nivel local sunt echivalente dacă pentru unele x e X și y e Y cu p(x ) = r!(X, a) este trivial Capitolul Grupul fundamental și mapările x' Fiecare spațiu simplu conectat este micro-pur și simplu conectat , x Indicați un spațiu micropur și simplu conectat, dar nu pur și simplu conectat Se spune că un spațiu topologic este contractabil local într-un punct a dacă orice vecinătate U a punctului a conține o astfel de vecinătate a acestuia, încât includerea V → U este homotopică la zero (acesta va fi cazul, de exemplu, când vecinătatea U conține o vecinătate contractabilă a punctului a) Se spune că un spațiu topologic este contractibil local dacă este contractibil local în fiecare dintre punctele sale , x Orice spațiu topologic finit este contractibil local ' x Arătați că fiecare spațiu contractibil local este microsimplu conectat ' x Construiți un spațiu non-micro-pur și simplu conectat În literatură, conexiunea microsimplică mai este numită și simplu conectată local în sensul slab, iar următoarea proprietate este numită pur și simplu conectată local în sensul tare: orice vecinătate U a oricărui punct conține o astfel de vecinătate a acestuia, încât orice buclă situată în V este homotopic la o buclă constantă în U , x Construiți un spațiu micro-pur și simplu conectat care nu este doar conectat local în sensul puternic , x Existența copertelor Skh Orice spațiu cu acoperire universală este conectat micropur și simplu Dx Existența unei acoperiri cu un grup dat Dacă spațiul B este conectat la cale, conectat la cale local și micro-simplu conectat, atunci pentru oricare dintre punctele sale bo și orice subgrup r al grupului r, (B, bo) există o acoperire p: X -> B și un punct x ∈ X astfel încât p(x ) \u d b și p \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ \\'\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\' I I " Dx l Fie, în condițiile teoremei I-Dx, o acoperire p: X -> B care satisface cerințele acestei teoreme Descrieți pentru fiecare x & X clasa tuturor căilor din B care pot fi reprezentate ca imagini pentru p ale căilor care conectează x la x în X Dx Rezolvarea problemei -Dx l definește o astfel de relație de echivalență în mulțimea tuturor căilor din B începând din punctul b care definește o bijecție între mulțimea X și mulțimea claselor de căi echivalente? ■Dx Descrieți o astfel de topologie în setul de clase de căi echivalente din DX , în care bijecția naturală dintre X și această mulțime este un homeomorfism Dx Demonstrați că construcția spațiului X și maparea p: X -> B conținute în Problemele Dx l~ -Dx sub ipotezele teoremei Dx determină acoperirea necesară În esență, afirmațiile Dx l~ Dx presupun unicitatea învelișului cu grupul dat Mai precis, următoarea afirmație este adevărată -Ex Unicitatea unei acoperiri cu un grup dat Să presupunem că spațiul B este conectat la cale, conectat la cale local și microunitate § x Clasificarea spatiilor de acoperire conectat Fie p: X -> B și q: Y -> B acoperiri, în plus, p , adică există un homeomorfism f: X -> Y astfel încât f(x ) = y și p f = q -Fx Clasificarea acoperirilor cu o bază "bună" Există o corespondență unu-la-unu între clasele de învelișuri echivalente (în sens restrâns) pe un spațiu B conectat local, conectat cu căi și microsimplu, cu un punct marcat bo și clasele de subgrupuri conjugate ale grupului ) într-o ierarhie de subgrupuri (cu ordine - includere teoretică a mulțimii) Un subgrup trivial conform teoremei Fx corespunde unui înveliș cu un înveliș simplu conectat Deoarece toate celelalte acoperiri cu aceeași bază sunt subordonate acestui înveliș, acesta se numește universal ^ Oh Descrieți toate acoperirile următoarelor spații până la echivalență și indicați care dintre ele sunt subordonate unul altuia: ) cercul ; ) plan perforat R x ; ) bandă Möbius; ) un cerc digital de patru puncte (un spațiu compus din patru puncte, să zicem, a, , c, d, cu o topologie generată de bază, constând din mulțimile {a}, {c}, {a, b , c} și {c ,d,a}); ) torus S x ; , x Acțiunea grupului fundamental în strat Jl Gx Acțiune de grup în stratul de acoperire Fie p: A -> B un înveliș, bo € B Construiți o acțiune de drept natural a grupului Sm, (B, ) în p -> bo) Nx Mister În ce condiții este tranzitivă acțiunea din Gx? , x Acoperiți automorfisme Un homeomorfism -> B dacă p o ip = p IX Automorfismele de acoperire constituie un grup Notăm grupul de automorfisme ale lui p: X -> B prin Aut(p) Jx Un automorfism p: X -> X al unui înveliș p: X -> B în sens restrâns este definit de imaginea oricărui punct x X Ch Orice acoperire cu două foi are un automorfism netrivial Ei Găsiți o acoperire cu trei foi care nu are automorfisme neidentice Fie G un grup și H subgrupul său Amintiți-vă că normalizatorul X(H) al unui subgrup H este partea grupului G care este compus din astfel de g&G pentru care g ' Hg - H Acesta este cel mai mare subgrup al grupului G care conține H ca subgrup normal, deci că N(H)/ Există un grup Capitolul Grupul fundamental și mapările Jl Lx Fie p: X -> B o acoperire, x Xnb = p(x ) Construiți o mapare i(B, ) -> P (&o)> care ar induce o bijecție a mulțimii de seturi drepte p*(mr (X,x ')')\mr (B,b ') pe p ( ) Jl Mx Arătați că mulțimea de imagini ale punctului x sub toate automorfismele posibile ale acoperirii p: X -> B corespunde sub bijecție p (mr (A, a; o)) construit în Problema -H, grupul A(p (tg (A, z )))/p*(tg (A, zq)) Nx Pentru orice acoperire p: X -> B în sens restrâns există un antihomomorfism natural al grupului de automorfism Aut(p) în grup N(pt (тгі (X, x )))/р ( Гі (A, j ))- Oh Dacă baza Β este conectată local, atunci în ipotezele teoremei -Xx antihomomorfismul Aut(p) -> N(pt(K (X,x )))/pt(K (X,x )) este bijectiv , x Acoperiri obișnuite Rx Regularitatea acoperirii Fie p: X -> B este o acoperire în sens restrâns, bo S B, x Ep-D ) Atunci următoarele condiții sunt echivalente: ) p*(mr (X, To)) este un subgrup normal al grupului mr (B, L ); ) P"(mr (A, m)) este un subgrup normal al grupului mr(B, p(x)) pentru orice x € X; ) toate grupurile p (m:](X, x')') st € p ( ) coincid; ) pentru orice buclă s: I -> B, fie fiecare cale din X care acoperă bucla s este o buclă (indiferent de punctul său de plecare), fie niciuna dintre aceste căi nu este o buclă; ) grupul de automorfisme ale învelişului acţionează tranzitiv în fibra p' (bo) O acoperire care îndeplinește oricare dintre condițiile echivalente ale teoremei Px se numește regulată , x Acoperiri R -> S : x >-► e rr? și S -> S : z n-► zn cu numere întregi n > sunt regulate QX Pentru orice punct x & p~r(b ), grupul de automorfism al acoperirii regulate p: X -> B este în mod natural antiizomorf la grupul de coeficient r (B, b )/pt (r (A, m )) grupele r (B, b ) în raport cu grupul acestui înveliș L Pentru Orice acoperire cu două foi este obișnuită L x- Care învelișuri luate în considerare în problemele din § sunt regulate? În general, există acoperiri neregulate printre ele? L x Construiți o acoperire neregulată cu trei foi a buchetului de două cercuri , x Fie p: X -> B o acoperire obișnuită, YQX, CcBnq: Y -> C o subhartă a proiecției p Demonstrați că dacă q este o acoperire, atunci această acoperire este regulată Reamintim că o mapare B și f: Y -> B hărți continue Fie x & X și yo ∈ Y puncte astfel încât p(x ) = /(y ) Formulați în termenii homomorfismelor p: o condiție necesară pentru existența unei astfel de ridicări / : Y -> -> X a hărții f astfel încât f(yo) = xo Construiți un exemplu în care această condiție nu ar fi suficientă În ce ipoteze suplimentare este suficient? Sx Teorema ridicării hărții Fie p: X -> B o acoperire în sens restrâns, iar f: Y -> B o hartă continuă Fie To € X și yo € Y puncte astfel încât p(x ) = Dacă Y este un spațiu conectat local și există o mapare continuă unică f:Y -> X astfel încât po f = f și Duo) = xo Th Fie p: X -> B și q: Y -> C acoperiri în sens restrâns, iar f: B -> C o mapare continuă Fie x X uy &Y puncte astfel încât /(p(m )) = q(yo) Dacă există o hartă continuă F : X -> Y astfel încât f o p = qoF și F(t ) = Yo, atunci (p (tj (X, m ))) C qt (ttj (Y, p )) Ux Acoperirea teoremei de cartografiere Fie p: X -> B uq: Y -> -> C acoperiri în sens restrâns, fie f: B -> C o mapare continuă și fie x ∈ X și yo &Y puncte astfel )) = g( z/o)- Dacă spațiul Y este conectat la cale locală și ft (p*(mx (X, m ))) C g* (?rx(Y, y )), atunci există o hartă continuă unică F: X -> Y, astfel încât mofop = qoF uF(x ) = y , x Acoperiri induse Vx Fie p: X -> B o acoperire, iar f: A -> B o hartă continuă arbitrară Notăm cu W subspațiul produsului Ax X, format din toate punctele (a, x) astfel încât / (a) = p(m) Fie q: W -> A contracția proiecției A x X - y A Atunci q: W -> A este o acoperire cu același număr de foi ca și învelișul p Acoperirea q: W -* A a cărei existență este afirmată în teorema Vx se numește acoperirea indusă din p: X - y B prin maparea f: A - y B , x Reprezentați învelișurile descrise în Problemele -D și -F ca învelișuri induse din învelișul R -> S : x i -> e rrx , x Care dintre acoperirile considerate anterior sunt induse din acoperirea problemei x? , x Grupuri de homotopie superioare acoperirea spațiilor Wx Fie p: X B o acoperire Pentru orice mapare continuă s: Ip - y B și orice mapare continuă u: І"" - y X, acoperind Capitolul Grupul fundamental și mapările restricția sa, există o hartă continuă de acoperire unică pentru s care este o extensie a hărții u Xx Fie p: X -> B o acoperire și fie x X și bo B astfel încât p(x ) = bo Atunci, pentru orice număr natural r > , grupările de homotopie r(X, x ) și r(B, ) sunt izomorfe canonic Yx Demonstrați că grupurile de homotopie superioare ale cercului, torusului, benzii Möbius și sticlei Klein sunt triviale Dovezi și comentarii A Urmează din C Fie [u], [r] € Ti(X, A )- Deoarece f o (uv) = (f o u)(f o v), atunci f#(uv) = f#(u) f#(v) și A( " W) = /*(S) = [■/#("")] = [/#(")/#(")] = = [/#W] [/#(")] = A(S)U (M) S Să ^emrDX Xo) Deoarece (până la f)#(u) = până la f ou = g#(f#(u)), rezultă că (f/) (["])=[( Y o homotopie între f și g, și fie H(x ,t) = V pentru toate tel; u este o buclă în X Luați în considerare maparea h = H o (u x idj), astfel h: (r, t) e -> H(u(x), t) Atunci /i(m, ) = H(u(r), ) = /(u(m)) și h(r, ) = H(u(m), ) = g(u(m) )), deci h este o homotopie între buclele f o u și d o u Mai mult, h(Q, t)=H(u( ), t) = H(x , t) = /o> în mod similar, h(l, t) = yo, deci h este o homotopie între bucle f#( u) și q#(v), prin urmare, A (S) \u d [/ # (")] \u d [ # (")] \u d * (M) • F Fie H o homotopie între f și g, iar s o buclă dată de s(t) = H(x ,t) Prin Propunerea , g*=Tso f, F Această afirmaţie este o consecinţă evidentă a egalităţii f#(s^ us) = (foSy f#(u)(fos) G Exact aceasta este afirmația teoremei G G De exemplu, este suficient să luăm un număr R care satisface inegalitatea R > verifica{ , |aj| + |a | + + |ad} Dovezi și comentarii G Folosim homotopia rectilinie h(z, t) = tp(z) + ( - t)g(z) Rămâne doar să verificăm că h(z t) pentru toți z și t Într-adevăr, întrucât |p(z) - q(z)| \q(z)\ - t\p(z) - q(z)\ |g(z)| - |p(z) - g(z)| > G - Într-adevăr, o lemă destul de evidentă; vezi A G Alegem un număr R care îndeplinește condiția Enunțului G și considerăm o buclă u: u(t) = Re rlt Bucla este, desigur, homotopică în bucla constantă C Acum să presupunem că p(z) ∩ pentru nu z pentru care |z| R Atunci roiul de bucle este homotopic la bucla constantă din C \ , prin G , iar bucla qou este homotopic la bucla constantă din C \ Totuși, (go u)(t) = Rne Tint , deci această buclă nu este homotopică cu constanta Contradicția rezultată demonstrează teorema Nx Vezi Ch IX Da, este echivalent Jx Vezi Ch Ch Fie r: S" Dn o incluziune Să presupunem că f(x) - £ pentru toate x Dn Reținem notația f pentru subharta Dn -> Rn \ și considerăm homomorfismele de includere în: mrn i( 'n~ ) -> rn i(Dn) Și ft: fn i(Dn') -> rn^i(Rn x ) Deoarece toate grupurile de homotopie ale lui Dn sunt banale, compoziția i* este un homomorfism zero, dar compoziția foi coincide cu maparea f , care, prin presupunere, induce un homomorfism non-nul Lx Să considerăm o vecinătate circulară U a punctului x care nu intersectează imaginea u(S') a buclei circulare luate în considerare și să fie y & U Conectați x și y printr-o cale liniară s: t ty + ( - t )X Formulă u(z) - s(t) definește o homotopie între mapările ipUtX și ipu D , iar i este homotopic la zero în D Nx Așa este, deoarece [u] = [u] [r] și mr, (R x x) -► Z este un homomorfism Oh Formulă definește o homotopie între mapări și de unde rezultă că ipb(u, x) = ind(u, x); cf Lx Capitolul Grupul fundamental și mapările Sx Să definim maparea K prin formula p(x) = f(x) - f(-x') \u d f (-x) - f (x) \u d - (/ (i) - Y (-x)) \u d - f (x), astfel, cp este o mapare ciudată Prin urmare, dacă, de exemplu, RP Să arătăm că homomorfismul pn: mr (ikP ) -> mr, (RP ) indus de acesta este netrivial Generatorul A al grupului Ti(YP ) este clasa buclei £ acoperită de calea £ care leagă două puncte opuse ale sferei S Calea către I leagă și două opuse puncte pozitive situate pe cerc; prin urmare, bucla pol acoperită de acesta nu este homotopic la zero Astfel p, (A) este un element netrivial al grupului fundamental ar (RP ) Tx Tot ce rămâne de văzut pentru a demonstra teorema Borsuk-Ulam este că nu există homomorfisme non-triviale tti(RP ) mn(KP'), deoarece primul dintre aceste grupuri este izomorf cu Z , iar al doilea este izomorf cu Z A Demonstrați singur această afirmație C Deoarece fiecare mapare într-un spațiu cu un punct este continuă, maparea p: X -> {x } este o retragere C Linia este conectată, deci retragerea ei (ca imagine continuă) trebuie să fie și ea conectată Cu toate acestea, colonul de pe linie nu este conectat D Vezi dovada Aserției C E I => I Fie p: X -> A o retragere Considerăm o mapare continuă arbitrară f: A -> Y Compoziția F = f o p-, X -> Y este o extensie a mapării f I A F Deoarece P* o O = (corn)* = ("U") =id atunci homomorfismul pn este un epimorfism iar homomorfismul r este un monomorfism G Afirmație despre g; de exemplu, vezi dovada următoarei afirmații N Deoarece grupul Zr,(t) ) este trivial, iar grupul mrDE ) este nebanal, rezultă că i*: mrDE , ) -> mr, (ZA , ) nu poate fi un monomorfism Prin urmare, prin afirmația F, cercul D nu poate fi retras pe limita sa S Dovezi și comentarii Demonstrarea repetă textual raționamentul folosit în demonstrarea Teoremei N Este necesar să se utilizeze doar grupuri de homotopie (n - )-dimensionale în loc de grupuri fundamentale Ideea este că grupul mrn i(t > n) este trivial, în timp ce grupul mrn i(Sn~ ) este izomorf cu Z (m, adică non-trivial) J Să argumentăm din contra Să presupunem că maparea /: jjn jyi nu are puncte fixe Să considerăm o rază care emană dintr-un punct f(x) £ Dn și care trece printr-un punct x £ Dn și notăm cu p(x) punctul de intersecție cu sfera limită S" Este clar că p(x) = x pentru x € £ Snl Demonstrați că harta p este continuă, atunci p: Dn Sn~' este o retragere Totuși, după teorema lui Borsuk, o astfel de retragere nu există A Demonstrați singur această afirmație B Corolarul direct al Propoziției A C Întrucât p este o retragere, se îndeplinește automat una dintre condițiile cuprinse în definiția mapărilor inverse de homotopie: p in = idA A doua cerință - iіyur este homotopic la idx - este satisfăcută prin presupunere D Urmează din p E Urmează de la D și B F Fie pi: X A și p : Y B retractii de deformare Demonstrați că pi x p este o retragere de deformare G Se consideră maparea p: R x -> S : x x -► X |x| Formulă h(x, t) = ( - t)x + t~ definește o homotopie rectilinie între maparea identității spațiului R \ și compoziția p o r, unde i este includerea standard a lui S' R \ N Tipul topologic al lui R x {xr, x , , a,} nu depinde de locația punctelor xT, x , , xs în plan Să le plasăm pe cercul unitar, de exemplu, luându-le egale cu rădăcinile a -a a lui Să considerăm curbele simple închise în plan, fiecare dintre ele înglobând exact unul dintre punctele date, trece prin origine și care nu au alte puncte comune cu excepția originii Poate fi mai ușor să luați, de exemplu, romburi cu centre în puncte date în loc de curbe Rămâne de demonstrat că unirea acestor curbe (sau romburi) este o retragere de deformare a planului perforat în s puncte Este clar că nu are sens să scriem formule explicite, deși acest lucru este posibil Luați în considerare un romb separat și centrul său Proiecția centrală mapează complementul centrului rombului la granița acestuia și există o homotopie rectilinie între proiecția centrală și maparea identității rombului perforat Rămâne de arătat că partea de plan care se află în afara uniunii romburilor poate fi, de asemenea, retrasă deformativ pe unirea contururilor lor Cum se poate acționa astfel încât raționamentul să devină ca o dovadă? Considera Capitolul Grupul fundamental și mapările mai întâi, un poligon ale cărui vârfuri sunt vârfurile romburilor opuse originii Este ușor de observat că acest poligon este o retragere de deformare strictă a planului (la fel cum un cerc este retragerea sa de deformare) Rămâne de arătat că unirea romburilor va fi o retractare de deformare a poligonului considerat, ceea ce este evident, nu-i așa? Să împărțim pătratul în patru părți prin intermediul celor două linii mediane ale sale și să luăm în considerare mulțimea K, care este unirea conturului său, liniilor mediane și a două dintre "sferturile" sale care conțin una dintre diagonalele sale Arătați că fiecare dintre următoarele două mulțimi este o retragere de deformare a spațiului K: unirea conturului unui pătrat și a diagonalei acestuia; combinând contururile sferturilor "goale" ale acestui pătrat J ) Niciunul dintre aceste spații nu este încorporat în celălalt Demonstrați-o singur, după ce ați demonstrat următoarea lemă Fie Jn uniunea a n segmente cu un punct final comun Atunci pentru no n > k spațiul Jn se înglobează în Jk ) Răspunsul la a doua întrebare este pozitiv; vezi dovada Declarației K Deoarece compoziția până la f este x -homotopică la zero, atunci homomorfisme inverse L Într-adevăr, aceasta este o consecință directă a teoremei K M Fie x} = q/x-o/ Pentru orice homotopie h între idx și d o f, formula s(t) = h(x ,t') definește o cale la x În virtutea răspunsului la ghicitoarea E, compoziția g*o fn=Ts este un izomorfism La fel, compoziția o dz este un izomorfism Prin urmare, și q sunt izomorfisme A Dacă u este o buclă în X astfel încât bucla roiului din B este homotopică la zero, atunci, în virtutea teoremei de homotopie de acoperire C, bucla u este, de asemenea, homotopică la zero Astfel, dacă pn ([u]) = \p o u] = , atunci [u] = , ceea ce înseamnă că p* este un monomorfism c Nu, nu este definit Dacă p(x ') = p/xX) = bo xo / Xi și grupul Ti(B, & ) este non-abelian, atunci subgrupurile pn(mr (X, x )) și pDmgDX, xD) pot fi foarte diferite (vezi -O') S Grupul p,( r (X, x )) al învelișului este format din clasele de homotopie ale acelor bucle în punctul pentru care calea care le acoperă, începând de la x , este o buclă d Fie s o cale în A care leagă punctul x cu punctul xr Notăm cu a clasa buclei p o s și considerăm automorfismul interior r|(B ) - / a~]/ a Să demonstrăm comutativitatea diagramei Ti(X,a;o) + rDX^D tgDVDo) -'-► tgDVDo) Dovezi și comentarii Într-adevăr, deoarece Ts([u]) = [s us], atunci P"(Ts([u]\) = [p° ( S ^us)] = [(po s" )(pou)(po s)] = a p,([u])a Deoarece diagrama este comutativă și Tn este un izomorfism, atunci pAtgDX, ah)) = ^(pDtgDX, t))) = a~ p^ (X, x )>)a, astfel, grupările p,(m (X, x )) irDmgDX, ah)) sunt conjugate E Fie s o buclă în X, care este un reprezentant al clasei a & G GX (B, & ) Lasă calea s să acopere s și începe din punctul ,m Dacă punem x} = s(l), atunci, după cum rezultă din demonstrația afirmației -D, p,( Ti(X, ah)) = oG'pDm, (X, m ))a F Corolarul -D și -E G Vezi H H Pentru concizie, notăm // = p* (m, (X, x )) Să considerăm un punct arbitrar x, br' ( ); fie s o cale care începe la ,m și se termină la ,, și a = [sw] Să asociem punctul ah cu setul drept Ha cu mA, B, Lo) Să verificăm corectitudinea acestei definiții Fie s, o altă cale de la x la xz, ar = [po sj ] Calea ssȚ este o buclă, deci € H, deci Na = Na! Să demonstrăm acum că corespondența indicată este o surjecție Să fie Ha o clasă de clase Să considerăm o buclă u, care este un reprezentant al clasei a, fie u calea care o acoperă cu începutul în punctul xo, și x, = = u( ) e p'( ) - Prin construcție, punctul ah este asociat cu clasa clasei Ha, prin urmare, această corespondență este surjectivă În cele din urmă, îi verificăm injectivitatea Fie ah,x €p~ (&o) > i și s căile care leagă x cu ah și, respectiv, x , ar = [po,s,], i = , Să presupunem că Hat = Ha și să arătăm că atunci x, = x Se consideră o buclă u = (p ° "i)(p ° ,s ') și o cale u care o acoperă, care este o buclă datorită faptului că O|O e H Rămâne de observat că căile s'j și s' , unde аДі) = u(|) și s (t) = u(l) încep în punctul x și acoperă căile po s și, respectiv, po s Prin urmare, s, = s și s = s' , așa cum X! = Sj(l) = Sj(l) = wQ) = S (l) = s (l) = x Considerăm un punct arbitrar y e Y, fie b = q(y) nUfl-vecinătatea punctului b, care este acoperit corespunzător pentru fiecare dintre p și q În plus, fie V o foaie peste Uh care conține punctul y și {Ж/} o mulțime de foi peste Ub a căror unire este Y care acoperă u și începând din punctul u(l) este definit în mod unic Capitolul Grupul fundamental și mapările K Fie Y astfel Fie x & X, u calea care leagă punctul x cu punctul x Apoi punem p(x) = y, unde y este punctul final al traseului u: I -> Y care acoperă calea po u În virtutea afirmației anterioare, maparea p este bine definită Să demonstrăm că maparea p: XY este continuă Fie xt € X, b} = p(x,) și y, = p(x,) Prin construcție, g(pi) = &i Se consideră o vecinătate arbitrară V a punctului y Suntem îndreptățiți să presupunem că V este o frunză peste o vecinătate U conectată prin trasee acoperită corespunzător a punctului bz Fie W o foaie peste U care conține punctul x}, astfel încât vecinătatea lui W este, de asemenea, legată de cale Să considerăm un punct arbitrar x ∈ W Fie calea r: I -> W conectează x, cu x Este clar că imaginea traseului r pornind de la y} și acoperind drumul rog este conținută într-o vecinătate a lui V, deci p(x) ∈ V Astfel X Deoarece grupul rDX) este banal, atunci homomorfismul de includere r*: Ti(C/, a) -> este banal -Dx l Fie căile Ui, U leagă punctul b cu b acoperându-și cărările, Dovezi și comentarii începând de la x se termină în același punct x dacă clasa buclei U U se află în subgrupul r -Dx Da, da Se consideră mulțimea tuturor căilor din B începând din punctul b și se introduce o relație de echivalență în el: u, ~ u , dacă a '] € mr Notăm cu X factorul stabilit de relația introdusă Bijecția naturală între X și X este construită după cum urmează Pentru orice punct x ∈ X se consideră o cale u care leagă punctul marcat x cu punctul x Clasa drumului p despre u în X și este imaginea punctului x Corespondența descrisă este evident o bijecție f: X -> X Maparea inversă g: X -> X este dispusă după cum urmează Fie u: I B un reprezentant al clasei y X Să considerăm o cale ϵ: / -> X care acoperă u și începând din punctul x Atunci q(y) = r( ) -Dx Să definim baza topologiei în X Pentru orice pereche (U, x), unde U este o mulțime deschisă în B și x & X, mulțimea Ux constă din clase ale tuturor căilor posibile uѵ, unde u este o cale din clasa x, iar ѵ este o cale în U care începe în punctul u( ) Este ușor de demonstrat că pentru orice punct y E Ux identitatea Uy = Ux este adevărată, ceea ce implică faptul că colecția de mulțimi de forma Ux formează baza unei topologii în X mulțime deschisă Pentru a alege o bază, luați în considerare un set de vecinătăți acoperite corespunzător U cu B, fiecare dintre acestea, în primul rând, este conectată la cale și, în al doilea rând, astfel încât orice buclă din ea să fie homotopică la zero în B I DX Spațiul X este definit în -Dx Proiecția p: X -> B este definită astfel: p(p) = u( ), unde u este o cale din clasa y ∈ X Continuitatea lui p are loc fără presupuneri despre proprietățile spațiului B Demonstrați că dacă mulțimea U din B este deschisă, conectată pe cale și fiecare buclă din ea este homotopică la zero în B, atunci U este o vecinătate acoperită corespunzător -Fx Să considerăm subgrupele rC C r (B, ) - Fie p: X B învelișul construit din subgrupul r, g: Y -> B învelișul construit din r Din construcția acestor învelișuri rezultă că există o mapare f: X -> Y Arătați că aceasta este subordonarea -Gx Se spune că un grup G acționează din dreapta într-o mulțime F dacă fiecare element ațG este asociat cu harta Xo, a & J Folosind mapările ipa, lipim de Xo suma disjunctă a instanțelor intervalului D (numerotate cu același familie de indici ca mapările a: S , se atașează suma disjunsă a instanțelor cercului D : X = X} (| ja D j Imaginile pDE ) ale interioarelor instanțelor cercului D sub mapările pa se numesc celule deschise bidimensionale sau celule Celulele spațiului Xt sunt, de asemenea, considerate celule ale spațiului X Celulele deschise de ambele tipuri formează o partiție a spațiului celular bidimensional X Această partiție este inclusă în definiția spațiului celular Astfel, un spațiu de celule bidimensionale este un spațiu topologic pe care este dată o partiție în celule deschise zero-dimensionale, unidimensionale și bidimensionale Imaginile instanțelor cercului D se numesc celule bidimensionale închise În cazul general, un spațiu celular n-dimensional este un spațiu topologic pe care este fixată o partiție în celule deschise, care este definită prin inducție după cum urmează Să luăm un spațiu celular Xn~r de dimensiune care nu depășește n - și să lipim de el suma disjunsă a instanțelor bilei Dn prin intermediul unei familii de mapări continue ale sferei de frontieră: Xn } (Lla U" ) Ca mai sus, imaginile din interiorul bilelor sunt numite n-celule deschise e (n-celule), iar imaginile acestor bile n-dimensionale în sine sunt numite n-celule închise e Celulele spațiului Xn~} sunt de asemenea considerate celule ale spațiului celular n-dimensional obținut Hărțile pa se numesc hărți de lipire, iar restricțiile hărții de factorizare la bilele Dn se numesc hărți caracteristice Un spațiu celular este un spațiu dotat cu o partiție în celule deschise, obținut prin combinarea unei secvențe de spații celulare imbricate Xo C Xr cu C Xn C , fiecare dintre acestea fiind obținut din cel precedent folosind construcția descris mai sus Această secvență poate fi finită sau infinită În acest din urmă caz, este necesară introducerea unei structuri topologice pe X, pentru care celulele sunt interzise să coincidă, adică două celule unidimensionale sunt interzise să aibă aceeași limită (grafice fără margini multiple) Sau granița unei celule unidimensionale este interzisă să fie formată dintr-un punct (grafice fără bucle) Când încă mai trebuie luate în considerare spațiile celulare unidimensionale interzise, ele se numesc multigrafe sau pseudografe Mai mult, uneori o structură suplimentară este inclusă în conceptul de grafic Să spunem alegerea orientării pe fiecare margine Desigur, toate acestea contrazic tendința matematică generală de a numi cel mai simplu obiecte demne de atenție de natură cea mai generală, complicând denumirea pe măsură ce se adaugă condiții și structuri Cu toate acestea, în această situație particulară, nu mai este posibil să aducem nicio ordine în terminologie și pur și simplu vom evita termenul "graf" în formulări importante, folosindu-l (precum și alte cuvinte supraîncărcate, cum ar fi curbă și suprafață) ca un scurt sinonim informal pentru termenul mai formal spațiu celular unidimensional Mai sus, în definiția unui spațiu celular unidimensional are loc și continuitatea lipirii mapărilor ca un spațiu celular format din trei celule Capitolul D Spațiul celular, format dintr-o celulă zero-dimensională și q celule unidimensionale, este o grămadă de q cercuri E Imaginați-vă un tor ca un spațiu celular format din patru celule: una zero-dimensională, două unidimensionale și una bidimensională F Cum se poate obține o descompunere celulară a torusului S' x ' , format din patru celule, dintr-o descompunere celulară a cercului S , constând din două celule? Dacă X și Y sunt spații celulare local finite, atunci spațiul topologic Z = X x Y poate fi dotat în mod natural cu structura unui spațiu celular - * Va rămâne adevărată afirmația problemei anterioare dacă nu avem nevoie de finititatea locală a spațiilor celulare X și Y? G Reprezentați sfera Sn ca spațiu celular în așa fel încât Ahostov-ul său pentru fiecare întreg nenegativ k să fie sfera standard Sk ⊂ Sn N Gândiți-vă la RFn ca la un spațiu celular format din n + celule Descrieți mapările lipici ale acestor celule Gândiți-vă la SBR ca la un spațiu celular de n - celule Descrieți mapările lipici ale acestor celule Reprezentați următoarele spații ca spații celulare: ) un stilou; ) bandă Möbius; ) S x /; ) o sferă cu p mânere; ) sferă cu p filme Care este cel mai mic număr de celule necesare pentru a reprezenta următoarele spații ca spațiu de celule: ) benzi Möbius; ) sfere cu p mânere; ) sfere cu filme q? , Dați un exemplu de spațiu celular în care închiderea unei celule nu este o uniune de celule deschise Care este cel mai mic număr de celule necesare pentru a construi un astfel de spațiu? Luați în considerare un set numărabil de instanțe disjunctive ale segmentului I și lipiți-le pe toate împreună în punctul Arătați că spațiul rezultat este celular, dar nu satisface prima axiomă de numărabilitate Imaginează-ți R ca un spațiu celular Pentru oricare două spații celulare homeomorfe la R , există un homeomorfism între ele care mapează fiecare celulă a uneia dintre ele homeomorf pe o celulă a celeilalte J Gândiți-vă la Rn ca la un spațiu celular Notăm cu R°° unirea unei secvențe de spații euclidiene R cu R ~ cR" ~ , încorporate canonic unul în celălalt: Rn = {( w, ,xn, )} ~ Rn+ Topologia în R°° este definită de cerința ca mulțimile Rn să constituie acoperirea sa fundamentală K Gândiți-vă la R°° ca la un spațiu celular Demonstrați că spațiul R°° nu este metrizabil Alte exemple în dimensiunea a doua Luați în considerare o clasă de spații celulare bidimensionale care admit o descriere combinatorie simplă Fiecare astfel de spațiu este un coeficient § Spații celulare spațiul unei familii finite de poligoane convexe prin lipirea perechilor de laturi ale acestora folosind homeomorfisme afine În acest caz, lipirea vârfurilor se datorează lipirii laturilor Spațiul coeficient corespunzător are o partiție naturală: în celule zero-dimensionale - imaginile vârfurilor poligoanelor, celule unidimensionale - imaginile laturilor lor și celule bidimensionale - imaginile interioarelor acestor poligoane Pentru a descrie un astfel de spațiu, este mai întâi necesar să indicați care laturi sunt identificate între ele Acest lucru se face de obicei prin marcarea părților laterale cu litere, părțile identificate fiind desemnate prin aceeași literă Întrucât există doar două homeomorfisme afine distincte între două segmente, este suficient să indicați orientările segmentelor care sunt identificate prin homeomorfism, pentru care sunt desenate săgeți pe laturi Figura arată reprezentarea torului ca spațiu al factorului q al unui pătrat a a Dacă doriți, puteți face fără o imagine Pentru a face acest lucru, trebuie să marcați toate laturile poligonului cu litere, să o înconjurați și * (de obicei în sens invers acelor de ceasornic) și să scrieți literele marcate pe laturile sale În plus, dacă orientarea laturii (folosită pentru a descrie identificarea laturilor) este opusă direcției de ocolire, atunci litera corespunzătoare este scrisă cu un grad de - Setul de cuvinte rezultat determină în mod unic spațiul coeficient al unei familii de poligoane De exemplu, cuvântul a a & descrie spațiul coeficient obținut prin lipirea pătratului așa cum se arată mai sus Demonstrați homeomorfismele pentru spațiile celulare date de următoarele cuvinte: ) a- a este homeomorf la Ă' ; ) aa și abab sunt homeomorfe la RP ; ) aba~ b~ c este homeomorf la un mâner; ) abcb- este homeomorf la cilindrul S X /; ) aab și abac sunt homeomorfe pentru banda Möbius; ) aabb și ab- ab sunt homeomorfe la sticla Klein; ) aibiaȚ bȚi a b a b ■ ■ ■ aprap bp este homeomorf la sfera cp cu mânere; ) аіаіа а aqaq este homeomorf la o sferă cu q filme Înglobări în spații euclidiene L Orice spațiu celular numărabil cu dimensiuni zero poate fi încorporat într-o linie M Fiecare spațiu celular unidimensional finit numărabil X este încorporat în R Dați un exemplu de spațiu celular finit unidimensional care nu poate fi încorporat în R (Nu insistăm asupra unei dovezi riguroase imediate de neîncorporare ) N Orice spațiu celular numeric finit local este înglobat într-un spațiu euclidian de dimensiune suficient de mare Capitolul N Fie ca spațiul topologic X să fie încorporat în Rp, iar spațiul Y să fie încorporat în R', iar ambele înglobări sunt mapări adecvate (vezi § x; în special, imaginile lor sunt închise în Rp și, respectiv, RQ) Fie A o submulțime închisă a lui Y Să presupunem că A are o vecinătate U în spațiul Y pentru care există un homeomorfism h: CI U -" A x I, maparea A pe A x Apoi, pentru o mapare proprie arbitrară p: A X există o încorporare Y Un X în Rp+q+ , continuând încorporarea inițială X Rp N Fie X un spațiu celular numărabil local finit fc-dimensional și fie A fi scheletul său (fc - ) Dacă A poate fi încorporat în Rp, atunci există o încorporare a spațiului X în Rp+fe+ extinzând încorporarea inițială X ->■ Rp , Fiecare spațiu celular numărabil local finit este încorporat în R°° R Fiecare spațiu celular finit este metrizabil Î Fiecare spațiu celular finit este normal R Fiecare spațiu celular numărabil este încorporat în R°° S Orice spațiu celular este normal T Fiecare spațiu celular finit local este metrizabil , x Spații simple Să ne amintim că în i x a fost definită o clasă de spații topologice, spații simpliale Fiecare astfel de spațiu este prevăzut cu o partiție în submulțimi numite simplexe deschise și sunt într-adevăr homeomorfe la simplexurile deschise ale spațiului euclidian Ux Demonstrați că orice spațiu finit simplist are o structură celulară în care partiția în celule deschise coincide cu partiția originală în simplexuri deschise § x Proprietățile topologice ale spațiilor celulare Această secțiune prezintă afirmații de altă natură De exemplu, sunt studiate criterii conform cărora spațiul celular este compact ( -Jx) sau separabil ( Nx:) Se dovedește că un spațiu celular este conectat dacă este conectat pe cale (Z -Rx) dacă scheletul său ( Ux) este conectat liniar Pe de altă parte, se studiază structura topologică celulară actuală De exemplu, orice spațiu celular este Hausdorff ( Ax) Mai mult, din definiția unui spațiu de celule nu este deloc evident că o celulă închisă este închiderea celulei deschise corespunzătoare (sau că este închisă deloc) Prin urmare, declarațiile tehnice sunt incluse în acest paragraf § x Proprietățile topologice ale spațiilor celulare Nu le formulăm ca leme, deoarece sunt adesea leme pentru mai multe enunțuri De exemplu, un astfel de fapt ca natura fundamentală a acoperirii spațiului celular cu celulele sale închise ( -Cx) Rețineți că în [ ] un spațiu de celule este un spațiu topologic Hausdorff dotat cu o partiție de celule cu două proprietăți: (C) celulele închise intersectează doar un număr finit de celule (deschise); (W) celulele închise constituie acoperirea fundamentală a acestui spațiu Din afirmațiile Ax, Bx și -Ex rezultă că spațiile celulare (în sensul definiției date mai sus) sunt spații celulare în sensul lui Rokhlin-Fuchs, pentru care a fost dovedită posibilitatea construcției lor inductive în [ ] Astfel, ambele definiții ale spațiului celular sunt echivalente Sfat pentru cititor: mai întâi încercați să demonstrați afirmațiile formulate pentru spații celulare finite Ah Orice spațiu celular este un spațiu topologic Hausdorff În În spațiul celular, închiderea fiecărei celule e coincide cu celula închisă e Sch Acoperirea spațiului celular cu celulele sale închise este fundamentală Dx Orice acoperire a unui spațiu celular de către subspațiile sale celulare este fundamentală Ex În spațiul celular, orice celulă închisă se intersectează numai cu un număr finit de celule deschise Fx Un subspațiu celular A al unui spațiu celular X este închis în X Gx Spațiul obținut ca urmare a lipirii a două subspații celulare de-a lungul subspațiului lor comun este celular Nx Dacă o submulțime A a unui spațiu celular X se intersectează cu fiecare celulă deschisă dintr-o mulțime finită, atunci este închisă Mai mult decât atât, topologia indusă este discretă IX Orice set compact din spațiul celulei intersectează doar un număr finit de celule (deschise) JX Spațiul celular este compact atunci când este finit Ch Fiecare celulă a unui spațiu celular este conținută într-un subspațiu celular finit al acestui spațiu Lx Fiecare subset compact al unui spațiu celular este conținut într-un subspațiu celular finit al acestui spațiu Mx Un subset al unui spațiu celular este compact atunci când este închis și intersectează doar un număr finit de celule deschise Nx Un spațiu celular este separabil atunci când este format dintr-un număr numărabil de celule Capitolul Oh Componenta de conectivitate liniară a unui spațiu celular este subspațiul său celular Rx Spațiul celular este conectat local la cale Qx Componentele de conectivitate liniară ale unui spațiu celular sunt deschise și închise în acest spațiu și, prin urmare, coincid cu componentele sale de conectivitate Rx Un spațiu celular este conectat atunci când este conectat la cale Sx Un spațiu celular finit local este numărabil atunci când scheletul său este numărabil Tx Un spațiu celular X conectat local finit este numărabil Ux Un spațiu celular este conectat la cale dacă scheletul său este conectat la cale § Construcţii de celule caracteristica lui Euler Fie X un spațiu celular finit Notăm cu ci(A) numărul celulelor sale r-dimensionale Caracteristica lui Euler a unui spațiu X este suma alternantă a numerelor Cj(A'): X(X) \u d c (X) - C (X) + c (X) - + (-I) H (X) + -A Caracteristica Euler este aditivă în sensul următor Dacă A și B sunt subspații celulare ale spațiului celular X, atunci X (A U B) \u d x (A) + x (B) - x (A P B) -B Caracteristica Euler este multiplicativă în sensul următor Dacă X și Y sunt spații de celule finite, atunci x(XxY)=x(X)x(Y) Compresia combinatorie si generalizarea ei Fie X un spațiu celular finit, fie f celulele sale deschise de dimensiuni n și respectiv n - Lăsa ) maparea de lipire Xn } a celulei e definește un homeomorfism al emisferei superioare deschise S^' pe /, ) celula f nu se intersectează cu imaginile mapărilor de lipire ale altor celule decât e, ) celula e nu se intersectează cu imaginile mapărilor de lipire ale oricărei celule - C X x (e U /) este un subspațiu celular al spațiului X § Construcții celulare -D Și \(eU/) este o retragere de deformare a spațiului X Spunem că X' = X x (e U /) se obține din X ca urmare a comprimării combinatorii elementare și scriem X \ X' Dacă un subspațiu celular A al unui spațiu celular X este obținut din A" ca urmare a efectuării unei secvențe de contracții combinatorii elementare, atunci spunem că X este comprimat combinatoriu pe A și scriem și X \ A -E Sub compresie combinatorie, se păstrează caracteristica Euler: dacă X este un spațiu celular finit și X \ A, atunci x(X) = X(A) Fie, ca mai sus, X un spațiu celular, fie / celulele sale deschise de dimensiunile n și respectiv n - și harta de lipire ipe: Sn Xn I al celulei e definește un homeomorfism S"- pe / Acum nu presupunem că / nu se intersectează cu imaginile mapărilor lipici ale altor celule decât e și nici că e nu se intersectează cu imaginile mapărilor lipici ale oricărei celule Fie Xe: Dn X maparea caracteristică a celulei e Se consideră și retragerea deformației φ: Dn -> Sn~] x = Sn~' \ S"- -F În aceste condiții, spațiul coeficient X' = X/foe(x} ~ Y x (e U /) la o hartă X -> -> X', care este o echivalență de homotopie în virtutea lui - x- , x Echivalențe de homotopie spatii celulare , x Fie X = A Dn spațiul obținut prin lipirea unei bile n-dimensionale la un spațiu topologic A prin intermediul unei mapări continue : Sn~ -> A Demonstrați că complementul X\x al oricărui punct x ∈ X \ A (strict) se retrage deformativ pe A , x Fie X un spațiu de celule n-dimensionale și K o mulțime care se intersectează într-un punct cu fiecare dintre celulele deschise n-dimensionale ale acestui spațiu Demonstrați că (n - )-scheletul Xn i al spațiului X este o retragere de deformare a complementului X \ K Capitolul , x Demonstrați că punctul complement RFn x este echivalent homotopie cu RFn - ; punctul complement CRP x este echivalent homotopic cu CRP ' x- Demonstrați că complementul D x S x punct al unui punct interior arbitrar al unui tor solid este homotopie echivalent cu un tor de care este lipit un cerc de-a lungul meridianului S x , x Fie Y un spațiu topologic, Sn -" Y și Sn -" Y să fie mapări continue și fie - Y ?n+ și Xp - Y Dn+ Demonstrați că dacă mapările și sunt homotopice, atunci spațiile X^ și Xf sunt echivalente homotopic: ■f => X^ ~ Xf În cele ce urmează, vom avea nevoie de o afirmație mai generală , x Fie /: X -> Y o echivalență de homotopie, : -> X și ': Sn~ -> Y sunt mapări continue Demonstrați că dacă / ^ ', atunci ХШ Dn~Y Dn x" Fie X spațiul obținut din cercul S ca urmare a lipirii a două instanțe ale cercului de acesta prin intermediul mapărilor S → S ; z *-► z și £ £ ; respectiv Găsiți un spațiu celular cu cât mai puține celule posibil, care este echivalent homotopic cu spațiul X , x Mister Rezumați problema anterioară - x Demonstrați că dacă un cerc este lipit de torul S X S de-a lungul paralelei sale S X , atunci spațiul rezultat K este echivalent homotopic cu buchetul S V S -Da Demonstrați că, dacă două cercuri sunt lipite de torul S x S de-a lungul paralelei sale S x și meridianului x S , atunci obținem un spațiu care este echivalent homotopic cu sfera S -Ei Luați în considerare trei cercuri în IR : Si = {a: - y = , z = }, S = {x + y = , z = } și S = {z + (y - I) = , x = } Deoarece нR ~ S \ punct, putem presupune că S±, S și S se află în S Demonstrați că spațiul X = S \ (Si U S ) nu este echivalent în homotopie cu spațiul Y = S \ (Si U S ) -Hx Fie X un spațiu celular, A subspațiul său celular Atunci uniunea (X x ) U (A x /) este o retragere a cilindrului X x I IX Fie X un spațiu celular, A subspațiul său celular Să presupunem că sunt date o hartă F: X -> Y și o homotopie h: A x I -> Y a restricției sale f = F\A Atunci homotopia h poate fi extinsă la homotopia H: X x I -> Y din F Jx Fie X un spațiu celular, A subspațiul său celular contractabil Atunci proiecția pr: X ->■ X/g este o echivalență de homotopie Următoarele afirmații sunt corolare ale lui Ch Spațiul celular A" care conține o celulă închisă unidimensională e, homeomorfă cu I, este echivalent homotopic cu spațiul celular X/e obținut prin contractarea acestei celule într-un punct Lx Orice spațiu celular conectat este homotopie echivalent cu un spațiu celular al cărui schelet cu dimensiuni zero constă dintr-un singur punct Mx Un spațiu celular finit bidimensional conectat simplu este echivalentul cu homotopie cu un spațiu celular al cărui schelet unidimensional constă dintr-un punct § Spații celulare unidimensionale - %x- Rezolvați problema folosind teorema Jx -ІЗх Demonstrați că spațiul coeficient X = CP /[( : ) ~ ( [| : zi : y)] al planului proiectiv complex CP este homotopie echivalent cu sfera H Informație CP /[ ~ m( )] = S -Nx Fie X un spațiu celular și A fi subspațiul său celular astfel încât includerea r: A -> X este o echivalență de homotopie Atunci A este o retragere de deformare a lui X § Spaţii celulare unidimensionale Clasificarea homotopiei A Fiecare spațiu celular unidimensional finit conectat este echivalent homotopic cu un buchet de cercuri A Lema Fie X un spațiu de celule unidimensionale, e celula sa unidimensională închisă lipită prin injecția de S° X (adică, se presupune că marginea e are capete diferite) Atunci proiecția naturală XX/e este o echivalență de homotopie Oferiți o descriere explicită a hărții inversă homotopic cu aceasta V Orice spațiu celular unidimensional finit conectat X este echivalent homotopie cu un buchet de cercuri - x(X') și, prin urmare, grupul său fundamental este grupul liber de rang S Consecinţă Caracteristica Euler a unui spațiu celular unidimensional finit conectat este invariantă sub echivalențe de homotopie Nu depășește unitatea Este egal cu unu atunci când spațiul este contractibil d Consecinţă Caracteristica Euler a unui spațiu celular finit unidimensional nu depășește numărul componentelor sale conectate Este egal cu acest număr atunci când fiecare componentă este contractabilă E Clasificarea homotopie a spațiilor celulare unidimensionale finite Spațiile celulare unidimensionale conectate finite sunt echivalente cu homotopie dacă grupurile lor fundamentale sunt izomorfe dacă caracteristicile lor Euler sunt egale Grupul fundamental al sferei bidimensionale cu n puncte eliminate este grupul liber de rang n - Demonstrați că caracteristica lui Euler a oricărui spațiu celular homeomorf cu sfera S este egală cu teorema lui Euler Pentru orice poliedru convex din R , numărul total al vârfurilor și fețelor sale este cu mai mult decât numărul muchiilor sale Demonstrați teorema lui Euler fără a utiliza grupuri fundamentale , Demonstrați că caracteristica lui Euler a oricărui spațiu celular homeomorf unui tor este egală cu Informație Caracteristica Euler este un invariant de homotopie, dar demonstrația obișnuită a acestui fapt folosește aparatul teoriei omologiei singulare, care depășește cu mult scopul cărții noastre Capitolul Arbori maxim Un spațiu celular unidimensional se numește arbore dacă este conectat și complementul oricăreia dintre celulele sale deschise nu este conectat Un subspațiu celular A al unui spațiu celular conectat X este numit arbore maxim în X dacă A este un arbore care nu este conținut în niciun alt arbore care este un subspațiu celular al lui X F Fiecare spațiu celular unidimensional finit conectat conține un arbore maxim G Fie A un arbore încorporat ca subspațiu celular într-un spațiu celular conectat X Demonstrați că A este un arbore maxim dacă conține toate vârfurile lui X Teorema G clarifică semnificația termenului arbore maxim n Un subspațiu celular A al unui spațiu celular conectat X este un arbore maxim dacă este un arbore și spațiul coeficient X/^ este o grămadă de cercuri Dacă X este un spațiu celular unidimensional și A este subspațiul său celular, care este un arbore, atunci proiecția naturală a lui X pe spațiul coeficient X/g este o echivalență de homotopie Rezolvând problemele -F, și -H, veți obține o altă demonstrație a teoremei A Zx Ruperea celulelor Jx Complementul unei celule unidimensionale deschise într-un spațiu celular unidimensional constă în cel mult două componente conectate, fiecare dintre ele intersectându-se cu închiderea acestei celule O caracteristică importantă a poziției unui vârf într-un spațiu celular unidimensional este gradul său Acesta este numele numărului total de puncte din imaginile inverse ale acestui vârf sub lipirea mapărilor tuturor celulelor unidimensionale ale spațiului luat în considerare Mai tradițional, gradul unui vârf este numărul de muchii incidente cu acesta, marginile incidente doar la acel vârf fiind numărate cu o pondere de Kh ) Fiecare componentă conexă a complementului unui vârf dintr-un spațiu celular unidimensional conectat conține o muchie a cărei închidere include acest vârf ) Complementul unui vârf de multiplicitate m este format din cel mult m componente conexe , x Copaci și păduri Un spațiu celular unidimensional se numește pădure dacă fiecare dintre componentele sale este un copac Astfel, un copac este o pădure conectată Lx Subspațiul celular al pădurii este pădurea În special, fiecare subspațiu celular conectat al unui copac este un copac Mx Complementul oricărei margini (deschise) a arborelui constă din două componente conectate § Spații celulare unidimensionale Nx Complementul oricărui vârf de multiplicitate m al arborelui este format din m componente conexe Oh Fiecare arbore finit are un vârf de multiplicitate unu Rx Orice arbore finit este contractat combinatoriu la un punct și are unul caracteristic lui Euler Qx Orice punct al copacului este retragerea sa de deformare Rx Orice spațiu celular finit unidimensional care se contractă combinatoriu într-un punct este un arbore Sx În orice spațiu celular finit unidimensional, suma multiplicităților tuturor vârfurilor este egală cu dublul numărului de muchii Th În orice spațiu celular unidimensional conectat finit cu caracteristica lui Euler, unul este un vârf al multiplicității unu Ux Orice spațiu celular finit unidimensional conectat cu caracteristica lui Euler se contractă combinatoriu la un punct , x moduri simple Fie X un spațiu celular unidimensional O cale simplă de lungime n în X este o succesiune finită de formă (u, ei, r , e , , en, rn+i), compus din vârfuri distincte perechi vt și muchii e ale spațiului X în care limita fiecărei muchii e este formată din vârful precedent u și următorul vârf ri+ Vârful r se numește începutul acestui drum simplu, iar vârful vn+ se numește sfârșitul său Spunem că o cale simplă leagă aceste vârfuri Începutul și sfârșitul unei căi simple sunt conectate printr-o cale I - y X, care este o încorporare topologică, a cărei imagine este conținută în unirea tuturor celulelor incluse în calea simplă Unirea tuturor celulelor incluse într-o cale simplă este un subspațiu celular al spațiului X Se numește polilinie simplă neînchisă Vx Într-un spațiu celular unidimensional conectat, oricare două vârfuri sunt conectate într-un mod simplu Wx Consecinţă Într-un spațiu celular unidimensional X conectat, oricare două puncte sunt conectate printr-o cale I -> X, care este o încorporare topologică J x Găsiți un exemplu de astfel de spațiu conectat la cale în care există puncte diferite care nu sunt conectate printr-o cale imbricată , x Ați putea găsi un astfel de exemplu printre spațiile conectate cu căile Hausdorff? Xx Un spațiu celular unidimensional conectat X este un arbore dacă nu există încorporare S X Yx Într-un spațiu celular unidimensional X există o buclă S] → X care nu este homotopică la o constantă dacă există o încorporare topologică S X Capitolul Zx Un spațiu celular unidimensional este un arbore dacă oricare dintre vârfurile sale sunt conectate printr-o singură cale simplă * , x Fiecare arbore finit are proprietatea punctului fix mier , și C , x Este acest lucru valabil pentru un arbore arbitrar; Spațiu celular unidimensional conectat finit arbitrar? § Grupa fundamentală a spațiului celular Spații celulare unidimensionale A Grupul fundamental al unui spațiu celular unidimensional finit conectat X este un grup liber de rang - x(A") B Fie X un spațiu celular unidimensional conectat finit, T arborele maxim din X și x & T Pentru fiecare celulă unidimensională e c Din X x T alegem o buclă se începând de la x , trecând de-a lungul T la e, apoi de-a lungul celulei e și revenind (din nou de-a lungul T) la punctul de plecare x Atunci clasele de bucle de homotopie se sunt generatoare libere ale grupului m (X, x ) Generatoare S Fie A un spațiu topologic, x A, cp- Sk~] -> A este o mapare continuă și X = AuvDk Dacă k > , atunci homomorfismul r (A, x ) -> (X, x ) indus de includerea A -> X este surjectiv (cf -G- , G ) D Fie X un spațiu celular, x celula sa zero-dimensională și Xi cadrul sa unidimensional Atunci homomorfismul de includere rDXi, x ) -> n -> r (A', x ) este surjectiv E Fie X un spațiu celular finit conectat, T arborele maxim din arborele său unidimensional Xr, x &T Pentru fiecare celulă eCXi \ Γ alegem o buclă se începând de la x , trecând de-a lungul T la e și apoi de-a lungul celulei e și revenind (din nou de-a lungul T) la punctul de plecare x Demonstrați că clasele de bucle de homotopie ze sunt generatoare ale Grupului i(X, Xo) Deduceți teorema G din teorema -D Calculați Ti(CPp) Rapoarte Fie X un spațiu celular conectat, x celula sa zero-dimensională Reamintim că scheletul bidimensional X al spațiului X se obține din scheletul său unidimensional Xr prin lipirea mai multor instanțe ale discului D cu ajutorul mapărilor continue cp,- S] -> Xl Mapările Glue sunt bucle circulare în Xt Alegem pentru fiecare a § Grupa fundamentală a spațiului celular calea sa: I -> Xr care leagă punctul X, a cărui reducere în spațiul de întindere unidimensional X este o acoperire p}: Yr -> X, cu un grup N, și faptul că Kerum este cuprins în grupul oricărei acoperiri peste X, extinzându-se la o acoperire pe întregul X Se poate modifica și schema de raționament propusă în Lemele Ideea este că includerea X X induce un izomorfism al grupurilor fundamentale ale acestor spații Nu este atât de greu de demonstrat acest lucru, dar tehnica folosită în acest caz, deși destul de generală și firească, este încă dincolo de scopul cărții noastre Aici vrem doar să subliniem că acest rezultat înlocuiește Lemele și G Lema N sKerіn", cf J, ) G Lema Fie pi: Yt Xt o acoperire cu un grup N (adică N = (Pi)"(mni(Ui, Uo)))- Pentru fiecare a și pentru fiecare punct y ( x )) există o ridicare φ: S -> νi a hărții φpa astfel încât φα( ) = y G Lema Fie Y spațiul celular obținut prin lipirea mai multor instanțe ale cercului D la Yj prin intermediul tuturor ridicărilor posibile ale hărților de lipire X care extinde pt și este o acoperire G - Lema Pentru n , mapările lipici ale celulelor n-dimensionale pot fi ridicate în orice spațiu de acoperire mier -Wx, Xx G Lema Acoperirea p : Y X poate fi extinsă pentru a acoperi întregul X G Lema Orice buclă s: I -> Xr care realizează un element al nucleului Ker ui (adică homotopic la o buclă constantă în X) este acoperită de o buclă în spațiul Y, iar această buclă de acoperire se află în Yi Reamintim că un subgrup se numește normal dacă coincide cu toate subgrupurile conjugate cu el Un subgrup normal generat în mod normal de o mulțime A este cel mai mic subgrup normal care conține A Ca subgrup, este generat de elementele mulțimii A și elementele conjugate cu acestea Aceasta înseamnă că fiecare element al acestui subgrup normal este un produs al elementelor conjugate cu elementele mulțimii A Capitolul G Lema N = Kegish H Incluziunea ip : X -> X induce un izomorfism între grupările fundamentale ale spațiului celular și -scheletul acestuia Verificați dacă învelișul peste spațiul celular X construit în demonstrația teoremei G este universal Scrierea generatoarelor și a relațiilor Teoremele E și -G oferă următorul mod de a scrie generatoarele și relațiile grupului fundamental al unui spațiu celular finit Fie X un spațiu finit al celulei și x celula sa zero-dimensională Fie T arborele maxim al scheletului unidimensional al spațiului X Pentru fiecare celulă unidimensională e ⊂ X care nu se află în T, alegem o buclă se începând de la aceea, mergând de-a lungul T până la celula e, trecând prin această celulă și revenind la To din nou de-a lungul T Notați cu g}, , gm clasele de homotopie ale acestor bucle În virtutea -E, aceștia sunt generatorii grupelor rDA", m ) În continuare, să fie X} lipirea mapărilor pentru toate celulele bidimensionale ale spațiului X Pentru fiecare cpi alegem o cale st care conectează punctul X Fie exprimăm clasa de homotopie Tm [¥\] ca produs al puterilor generatoarelor g Fie Гі cuvântul corespunzător din alfabetul db ,dm Grupul fundamental al spațiului X este generat de clasele gz, ,gm, care sunt legate prin relațiile r = = rn = Verificați dacă această rețetă oferă rezultatul corect pentru grupurile fundamentale de spații și S x S pentru diferitele reprezentări ale spațiului celular (vezi ^-H și ^-E) În condiția afirmației -Mx dovedite mai devreme, s-a presupus că spațiul celular este bidimensional Ideea este că în acel moment nu știam încă că includerea X X induce un izomorfism al grupurilor fundamentale J Orice spațiu celular finit pur și simplu conectat este echivalent homotopie cu un spațiu celular al cărui schelet unidimensional este format dintr-un punct , Grupuri fundamentale de suprafețe de bază K Grupul fundamental al unei sfere cu q mânere admite următoarea atribuire: {a , b , a , b , , ad, bg | a^a^b^ a^a^ ^ ■ agbga^b^ = ) L Grupul fundamental al unei sfere cu q filme admite următoarea sarcină: {a!,a , ,infern \ ațaț infern = ) M Grupurile fundamentale de sfere cu numere diferite de mânere nu sunt izomorfe Când se cere demonstrarea neizomorfismului a două grupe definite de § Grup fundamental al spațiului celular prin intermediul unor seturi finite de generatoare și relații, este în primul rând necesar să comutăm aceste grupuri Reamintim că a comuta un grup G înseamnă a-l factoriza în raport cu comutatorul Grupul de comutator al grupului G se notează cu [G, G] și este un subgrup normal generat de comutatoarele a a pentru toate a, b & G În limbajul generatoarelor și relațiilor, comutarea înseamnă adăugarea relațiilor ab = ba, a, b & G la relațiile existente Grupurile abeliene generate finit sunt bine cunoscute Orice astfel de grup este izomorf la un produs al unui număr finit de grupuri ciclice (finite și infinite) Este clar că, dacă grupurile comutate nu sunt izomorfe, atunci grupurile originale în sine nu sunt izomorfe M Grupul fundamental comutat al unei sfere cu mânere g este izomorf cu un grup abelian liber de rang g (adică Z ) N Grupurile fundamentale de sfere cu numere diferite de filme nu sunt izomorfe N Grupul fundamental comutat al unei sfere cu g filme este izomorf la Z - x Z , Sferele cu numere diferite de mânere nu sunt echivalente cu homotopie R Sferele cu un număr diferit de filme nu sunt echivalente homotopic Î O sferă cu mânere nu este echivalentă homotopic cu o sferă cu filme Dacă X este un spațiu conectat la cale, atunci grupul său fundamental comutat este numit grupul de omologie unidimensional (sau primul) al spațiului X și este notat cu H(X) Dacă X nu este conectat la cale, atunci H,(X) este definit ca suma directă a grupurilor de omologie unidimensionale ale tuturor componentelor conectate la cale ale acestui spațiu În această notație, Teorema -M arată astfel: Fie Fg o sferă cu g mânere, atunci H, (F ) = T? , x Teorema Seifert-van Kampen Pentru a găsi grupul fundamental al unui spațiu celular, în loc să folosiți descompunerea lui celulară, este mai ușor să aplicați teorema Seifert-van Kampen Rx Teorema Seifert-van Kampen Fie X un spațiu topologic legat de căi, iar A și B să fie submulțimile sale deschise conectate pe căi care acoperă X Să presupunem că mulțimea C = ΔΓ\B este, de asemenea, conectată, x C Atunci grupul mri(X, x ) este un grup de produse libere m:}( A, x ) și r (B, x ) cu subgrupul amalgamat Ti(C, Z ) - Cu alte cuvinte, dacă Ti(A,x ) = (ai, ,ap I pi = = pr = ), trі(В,х ) = (/Зі, ,/ q I Сті = = as = ), Capitolul Ti(O, x ) este generat de elementele , pt și ipA: C -> A și ipv: C B sunt incluziuni standard, atunci grupul (X, x ) are atribuirea (" , , ap, / i, , / q I pt = = pr = sgі = = st, = , inA ( i) = ins,( i), ,inA,( t) = inB,( t)) Luați în considerare acum situația în care spațiul X și submulțimile sale A și B sunt celulare Sx Să presupunem că X este un spațiu celular finit conectat, iar A și B sunt subspațiile sale celulare care acoperă X Fie C = A P B Cum sunt legate între ele grupurile fundamentale ale spațiilor X, A, B și C? Tx Teorema Seifert-van Kampen Fie X un spațiu celular finit conectat, A și B subspațiile celulare conectate care îl acoperă, C = A P B Să presupunem că C este și el conex Fie Ho & C o celulă zero-dimensională, tgDA,x ) = (oi, ,ar I pi = = pr = ), i(B,a;o) = (/ i, ,/ q I ci! = = cts = ), iar grupul gol ^( , x ) este generat de elementele sale b, , pt Notează prin ,ap) și Pi^, ,/ q) sunt imaginile elementelor % (mai precis, lor expresie în termeni de generatori) sub homomorfisme de incluziune ^( , x ) -> r (A, x ) și, în consecință, r (C, x ) -> r (B, x ) Apoi mrAX^Xo) = (oi, ,op,/ i, ,/ q I pi = = pr = = = aa = , =' i, •••, Ct=Pt)- x- Fie X, A, B și C ca mai sus Să presupunem că A și B sunt pur și simplu conectate, iar C este format din două componente conectate Demonstrați că grupul mri(X) este izomorf cu Z , x Teorema -Tx este un caz special al teoremei , x Este posibil să se omite ipoteza că mulțimile A și B sunt deschise în condițiile teoremei Rx? , x Deduceți teorema G din teorema Seifert-van Kampen -Rx , x Calculați grupul fundamental al așa-numitului spațiu lentilă obținut prin lipirea a două tori solide D x S prin homeomorfismul S x S -> S x S : (u, v) (ukv£, umv), unde kn - - , x Determinați homotopia și tipul topologic al spațiului lentilei pentru m = , , x Descrieți definiția grupului fundamental al complementului din R al unui nod toric K de tipul (p, q), unde p și q sunt numere naturale coprime Acest nod se află pe torul format prin rotația cercului; formule x \u d ( - cos tg) cos tgv, y \u d ( + cos tg) sin tgv, Z == sin FU definiți reprezentarea sa parametrică Nodul K este dat în T de ecuația pi == = qv Găsiți și grupul fundamental comutat (adică grupul de omologie) al complementului nodului K § Grupa fundamentală a spațiului celular Ei Fie (X, atunci) și (Y, yo) să fie pur și simplu spații topologice conectate cu puncte marcate, Z = XVY să fie buchetul lor ) Demonstrați că dacă X și Y sunt spații celulare, atunci spațiul Z este pur și simplu conectat ) Demonstrați că dacă punctele atunci și YO au vecinătăți Uxo ⊂ X și VYo ⊂ Y care se retrag strict deformațional pe acel și respectiv yo, atunci spațiul Z este pur și simplu conectat ) Construiți spații topologice simple conectate X și Y cu un buchet neconexat simplu , x Digresiune teoretică de grup: produs liber cu subgrupul amalgamat La prima vedere, descrierea grupului fundamental al spațiului X dată în teorema Seifert-van Kampen este departe de a fi invariantă, deoarece folosește definiția grupurilor folosind generatoare și relații Cu toate acestea, există și o descriere categorică teoretică a grupului r (A') Ux Luați în considerare grupurile A și B: A \u d ( A și p: C -> B Se consideră grupul X \u d ("!, , ap, / Zm, , Zch I p\ \u d \u d pr - ar \u d \u d aa \u d , și homomorfisme cp: AX: a,, r= , ,p, -f: V-y X:/ j j = l, ,q Atunci, pentru orice grup X' și homomorfisme cp': A -> X' și φ': B -" X', pentru care acel cp' = ( o cp și chp' = ( o m = 'i-,TVii=Vi , -, Tpi=Tp T)- b x Calculați grupurile fundamentale ale torusului și sticlei Klein folosind teorema -Wx b x Calculați grupurile fundamentale de suprafețe de bază folosind teorema -Wx b x Deduceți teorema - x și teoreme Rx și Wx b Ox Mister Construiți o teorie algebrică pe baza construcției teoretice de grup a cărei idee este cuprinsă în Teorema Wx Capitolul Dovezi și comentarii A Fie A un subspațiu celular al unui spațiu celular X Pentru n = , , vedem că A P Xn+ se obține din A P Xn prin lipirea (n + )-celule conținute în A Prin urmare, în cazul în care A este conținut într-un schelet, acesta este un spațiu finit celular, iar intersecțiile An = A P Xn n = , , , sunt scheletele sale În cazul general, este necesar să se verifice că acoperirea mulţimii A de către mulţimile An este fundamentală, ceea ce rezultă din aserţia ) a următoarei leme, precum şi Problema şi Aserţia Fx A Demonstrăm doar afirmația ), deoarece tocmai această aserțiune este necesară pentru a demonstra teorema Fie mulțimea F C A să se intersecteze cu fiecare dintre mulțimile Ai dintr-o mulțime închisă în At Deoarece F Γ} = F Γ\ și F Π At este închis în A/, atunci este închis în Xit și, prin urmare, F este închis în X în virtutea faptului că învelișul {AD În consecință, F este închis și A, ceea ce demonstrează că capacul {AD B Acest lucru se datorează faptului că, prin lipirea bilei Dn într-un punct de-a lungul sferei sale limită, obținem spațiul de coeficient Dn/g"- = Sn S Aceste celule (deschise) sunt: un punct, o sferă (n - )-dimensională fără un punct și o bilă deschisă n-dimensională delimitată de aceasta: = Vp D Într-adevăr, factorizând uniunea disjunctivă a segmentelor peste mulțimea tuturor capetelor lor, obținem un buchet de cercuri E Să reprezentăm produsul I x I ca un spațiu celular format din celule: zero-dimensionale - vârfurile pătratului, unidimensionale - laturile acestuia și una bidimensională - interiorul acestui pătrat Ca rezultat al factorizării standard, în care se obține un tor dintr-un pătrat, obținem unul din patru celule zero-dimensionale și două din patru celule unidimensionale F Fiecare celulă deschisă a produsului este produsul celulelor deschise ale factorilor, vezi problema - G Fie Sk = Sn П Rfe+ , unde Rfe+ = {(a; ,j: , ,j:fc+ , , , )} SG+ Dacă reprezentăm Sn ca o unire a sferelor construite de dimensiuni mai mici: Sn = ULo Sk > m N Să luăm în considerare descompunerea celulară a sferei Sn, descrisă în soluția problemei anterioare Apoi factorizarea Sn -> RFn în fiecare dimensiune îmbină ambele celule într-una singură Fiecare dintre mapările de lipire este o proiecție Dk -> RFfe, sub care sfera de frontieră Sk~x este mapată pe RFfe Toate punctele întregi sunt celule zero-dimensionale, intervalele (fc, k + ), k € Z sunt unidimensionale Dovezi și comentarii J Deoarece Y"=Kx xY(n factori), structura sa celulară poate fi determinată de structurile celulare ale factorilor (vezi ) Astfel, celulele zero-dimensionale sunt puncte ale căror coordonate sunt numere întregi celulele dimensionale sunt segmente deschise cu capete în punctele (fci, ,kt, , fcn) și (fci, , fcj + , , fcn), te segmente paralele cu coordonatele axe, bidimensionale - pătrate paralele cu planurile de coordonate bidimensionale etc K Vezi rezolvarea problemei J- L Evident, orice spațiu numărabil zero-dimensional este homeomorf pentru Nei M Să mapam celulele zero-dimensionale la puncte întregi Ak(k, , ) pe axa x Înglobările de celule unidimensionale vor fi liniare pe bucăți și sunt produse după cum urmează Să atribuim celei a n-a celule unidimensionale a lui X o pereche de puncte Cn( , n - , ) și Pn( , n, ), n ∈ N sunt reflectate în punctele Ak și Ae, apoi imaginea sa este linia poligonală în trei secțiuni AkCnDnAe (posibil închisă) Este ușor de observat că imaginile diferitelor celule deschise nu se intersectează (deoarece treimile lor extreme se află pe linii oblice) Astfel, am construit o injecție f: X -> R , a cărei continuitate este evidentă Continuitatea mapării inverse rezultă din faptul că aceasta este continuă pe fiecare dintre liniile întrerupte construite, care, de altfel, formează închis și local finit și, prin urmare (vezi U) acoperire fundamentală a mulţimii f(X) N Vom presupune că XcYI'C Rp+q+l, unde este spațiul de coordonate al primelor p linii de coordonate din Rp+q+l, aUSY' cjr '+I, unde R este spațiul de coordonate al ultimelor q linii de coordonate în Rp+q+l Acum definim maparea f: X LJ Y -> Rp+q+l Punem f(x) = x dacă x & X și f(y) = ( , , , , y) dacă y^V = Tr" (A x [ ; j)) În sfârșit, dacă y e U, h(y) = (a, t) și t € [ ; , apoi punem /(Y) = (C - i) Rp+q+l este o injecție adecvată, prin urmare prin Ox (vezi și Px) este o injecție N Prin definiția unui spațiu celular, X se obține prin lipirea uniunii de bile închise fc-dimensionale de scheletul său (k - ) Fie Y o (nu mai mult de) uniune numărabilă de bile fc-dimensionale, iar A uniunea sferelor de frontieră ale acestor bile (este evident că condiția Lemei -N este îndeplinită: ca vecinătate U avem poate lua unirea complementelor de bile de jumătate din diametru) Astfel lema -X decurge din N Capitolul N Induceți coloana vertebrală folosind -N- Raționamentul devine mult mai simplu dacă spațiul celular este finit , Urmează din -N , în virtutea definiției topologiei celulare R Urmează de la și -N Î Urmează de la %-P- R Încercați să demonstrați această afirmație cel puțin pentru spații unidimensionale S Această afirmație poate fi dovedită complicând ușor raționamentul dat în demonstrația Ax T Vezi [ , p ] Ux Este ușor de observat că închiderea oricărui simplex deschis este canonic homeomorfă la un simplex închis n-dimensional și, deoarece spațiul simplicial este Hausdorff, este homeomorfă la spațiul coeficient obținut din unirea disjunctă a mai multor simplexuri închise ca rezultat de lipire de-a lungul fețelor întregi prin homeomorfisme afine Deoarece fiecare simplex este un spațiu celular, iar fețele sale sunt subspații celulare, rămâne de utilizat Problema -Gx Ah Fie X un spațiu celular, x, y ∈ X Fie n cel mai mic număr astfel încât x, y Xn Să construim vecinătățile lor disjunse Un și Vn în Xn Fie, de exemplu, x e, unde e este o celulă n deschisă Apoi, ca Un putem lua o bilă mică centrată în punctul x, iar ca Vn putem lua complementul (în Xn) al închiderii ei Acum să fie a centrul unei celule (n + )-dimensionale, iar Sn -> Xn să fie harta sa de lipire Luați în considerare conurile deschise peste (VP) și (Vp) cu vârful la a Fie Un+ și Vn+ uniunile imaginilor de conuri similare peste toate celulele (n + )-dimensionale ale spațiului Este clar că acestea sunt vecinătăți disjunse ale punctelor x și y din Xn+ Mulțimile U = UkviV = UJXn Vk sunt vecinătăți disjunse ale punctelor x și y din spațiul X În Fie X un spațiu celular, e ⊂ X celula sa, Da → → X harta sa caracteristică, B ⊂ Dn bilă unitară deschisă Deoarece maparea φ este continuă, rezultă că e = φ(I)n) = V'CCI B) C C (V>(B)) = C (e) Pe de altă parte, φOn) este o mulțime compactă și, prin urmare, prin Ax, este închisă, deci e = φ(I)n) e C (e) Skh Este ușor de observat din definiția topologiei factorilor că acoperirea n-scheletului unui spațiu celular de către scheletul său (n - ) și celulele n-dimensionale închise este fundamentală Pornind de la n = și argumentând prin inducție, constatăm că acoperirea fiecărui schelet al unui spațiu celular de către celulele sale închise este fundamentală Și întrucât, prin definiția topologiei celulare, acoperirea unui spațiu celular de către scheletele sale este fundamentală, atunci este fundamentală și acoperirea acestui spațiu însuși de către celulele sale închise (vezi ) Dovezi și comentarii Dx Rezultă din Enunțul -Cx, din faptul că, în virtutea definiției unui subspațiu celular, fiecare celulă închisă este conținută într-unul dintre elementele de acoperire, și din Enunțul Ex Fie X un spațiu celular, Xk scheletul său fc Să demonstrăm mai întâi că orice mulțime compactă K cu Xk intersectează doar un număr finit de celule deschise ale scheletului Xk Demonstrarea se realizează prin inducție pe dimensiunea scheletului Deoarece topologia din miezul zero-dimensional este discretă, orice mulțime compactă poate conține doar o mulțime finită de celule din spațiul celular dat Să facem un pas inductiv Se consideră o mulțime compactă K cu Xn Pentru orice n-celulă ea care intersectează mulțimea K, alegem o bilă deschisă Ua C ea astfel încât K r\Ua = Se consideră învelișul Γ = {ea, Xn x U C (Ua)} Este clar că Γ este un capac deschis al mulțimii K Deoarece Γ este compact, se poate alege o subcopertă finită din Γ Prin urmare, există un număr finit de n-celule care se intersectează cu K Intersecția mulțimii K cu scheletul (n - ) este închisă, deci compactă Prin presupunerea inductivă, această mulțime K P Xn se intersectează cu un număr finit de celule deschise și, prin urmare, mulțimea K se intersectează și cu un număr finit de celule deschise Acum să fie tp: S"- -> Xn i să fie o mapare de lipire pentru o celulă n-dimensională, F = tp(jSn~ ') C Xn r Deoarece F este compact, se poate intersecta doar cu un număr finit de celule deschise Astfel, obținem că orice celulă închisă intersectează doar un număr finit de celule deschise Fx În virtutea Cx, este suficient să se verifice închiderea intersecțiilor A P e pentru toate celulele închise ale spațiului X Deoarece un subspațiu celular este uniunea proprie, atât celulele deschise, cât și cele închise, adică A = |Jea = IJea, apoi in virtutea -Ex A Pyo \u d ((J ea) Pyo \u d ((J ea ^ Dog (U yoa ) Pyo C A Pyo și, prin urmare, incluziunile în acest lanț sunt egalități În consecință, în virtutea lui Bx, mulțimea A P e = Ij?=i C e) este închisă ca unire a unui număr finit de mulțimi închise Nx Deoarece, în virtutea lui -Ex, orice celulă închisă intersectează doar un număr finit de celule deschise, atunci intersecția oricărei celule închise e cu mulțimea A este finită și, prin urmare (datorită caracterului Hausdorff al spațiului celulei), închis - atât în X și, prin urmare, mai mult, în yo Deoarece, în virtutea lui -Cx, celulele închise formează o acoperire fundamentală, mulțimea A în sine este astfel închisă Exact în același mod, fiecare submulțime a acesteia este închisă în X și, mai mult, în A Astfel, într-adevăr, topologia indusă în A este discretă IX Fie XX o submulțime compactă În fiecare dintre celulele ea care se intersectează cu K, alegem un punct xa e ea P K și considerăm mulțimea A = {xa} În virtutea lui Hx, mulțimea A este închisă, iar topologia din ea este Capitolul discret Deoarece A este compact ca submulțime închisă a unei mulțimi compacte, înseamnă că este finit În consecință, K se intersectează numai cu un număr finit de celule deschise JX I => I Urmează din IX [+=! Un spațiu celular finit este compact ca unirea unui număr finit de mulțimi compacte - celule închise CH Efectuați inducția pe dimensiunile celulei, folosind faptul că închiderea fiecărei celule intersectează doar un număr finit de celule de dimensiune inferioară Rețineți că închiderea celulei în sine poate să nu fie un subspațiu al celulei Lx Urmează din -IX, -Khi Mx eu =>| Dacă K este o submulțime compactă a unui spațiu celular, atunci este închis, deoarece fiecare spațiu celular este Hausdorff și din Propoziția x rezultă că intersectează doar un număr finit de celule deschise [+=! Dacă mulțimea K se intersectează doar cu un număr finit de celule deschise, atunci, în virtutea lui Kx, se află într-un subspațiu finit al celulelor din spațiul dat Rămâne să folosim faptul că spațiul celular finit este compact (vezi Ix) iar K este submulțimea sa închisă Nx Fie X un spațiu celular [+=! Dacă setul de celule din acesta este numărabil, atunci luând un set dens numărabil peste tot în fiecare celulă și combinându-le, obținem un set numărabil care este dens pe tot X (verificați-l!) Astfel X este separabil | =>I Să realizăm raționament "prin contradicție" Să fie un set nenumărat de celule n-dimensionale e în X Punem U = e" Fiecare dintre mulțimile C " este deschisă în n-scheletul Xn al spațiului X Acum construim o colecție disjunctă nenumărată de mulțimi deschise în X Fie a centrul unei celule (n + )-dimensionale, Sn Xn este harta sa de lipire Construim un con peste ] Să presupunem că -scheletul nu este conectat Apoi este reprezentată ca o uniune disjunctă a două mulțimi închise nevide, Xt = AJ U A" Fiecare celulă bidimensională este lipită de una dintre aceste mulțimi, deci X = X^ UX" Un argument similar arată că pentru fiecare natural n exista o reprezentare -schelet ca unire a submultimile sale inchise Punem X' = U^L -^ si X" = U^=o xn • Dupa definitia topologiei celulare, multimile X' si X" sunt închise, deci spațiul X este deconectat -A Afirmația decurge direct din egalitatea evidentă c{(A U B) = (DA) + c (B) - c{(A P B) -B Să folosim următoarea metodă artificială Să introducem polinomul Xg(i) = c (A) + Cj(A)t + + Ci(A)T + Se numește polinomul Poincaré, iar proprietatea sa cea mai importantă pentru noi este aceea că x(X)=Xx(- ) Deoarece ck(X x Y) = ^= cі(X) u Y' este o echivalență de homotopie prin Propoziția - -G Fie {ea} un set de n-celule în spații diferite de celula e, fie ipa hărțile de lipire corespunzătoare Luați în considerare maparea p': Y -> Y' Deoarece xn = yuu^ (ig:), apoi x; = u'uir,o^ (un:) Deoarece p este o echivalență de homotopie în virtutea lui -G , rezultă din rezultatul Propoziției - x că poate fi extins la o echivalență de homotopie pn: Xn -> X'n Continuând inducția pe schelete, obținem ceea ce este necesar -Hx Efectuăm demonstrația prin inducție asupra dimensiunii Este clar că ar trebui să luăm în considerare doar acele celule care nu se află în subspațiul A Să existe o retragere pn i: (Xn i U A) x I -> (% " ! x ) U (A x ); dacă construim o retragere pn: (Xn U A) x I -> (Xn x ) U ((Xn i U A) x ), atunci este evident cum să folosească "compoziția" lor pentru a obține retragerea pn: (Xn U A) x -> (Xn x ) U (A x ) Avem nevoie de o retragere standard p: Dn x I -> (TU x ) U (S"- x ) (Cel mai simplu mod de a defini p este geometric Să plasăm cilindrul în modul standard în spațiul Rn+ și să considerăm un punct p situat deasupra centrului bazei sale superioare și care trece prin z, cu unirea bazei Dn x şi peretele lateral Sn~T x I al cilindrului ) Factorul de mapare p este maparea e x I -> (Xn x ) U (Xn , x ), continuând care în mod identic pe Xn i x I, obținem maparea re: (e x I) U (Xn i x ) -> (Xn x ) U (Xn ! x ) Deoarece celulele închise formează învelișul fundamental al spațiului celular, se determină astfel retracția pn Dovezi și comentarii al -lea Formulele H(x, ) = F(x) pentru xE X TAH(x, f) = h(x, t) pentru Ax I definesc o mapare H: (X x ) U (A x I) -> Y În virtutea lui -Hx există o retragere p: X x I -> (X x ) U (A x /) Compoziția H = H o p va fi homotopia necesară -Jx Se notează cu h: A x I -> A homotopia dintre maparea identităţii şi maparea constantă a > -> x a subspaţiului A Se consideră homotopia h = ioh: Ay I -> X În virtutea teoremei -ix, ea poate fi extinsă la o homotopie H: X x I -> X a mapării identitare a întregului spațiu X Se consideră maparea f: X -> X, f( x) = H(x, Γ) Prin construcția homotopiei h, f(A) = {xo}; în consecință, factorul f este o mapare continuă g: X/g -> X Să demonstrăm că pr și q sunt echivalențe de homotopie reciproc inverse Pentru a face acest lucru, trebuie să verificați că d despre rg ~idx și rg od ~ idx/d- ) Rețineți că H(x, ) = g(p(x)) după definiția lui g ) Dacă factorizăm fiecare strat X x t în raport cu A x t, atunci, deoarece H(x, f) ∈ A pentru tot x ∈ A, t I, din homotopia H obținem homotopia H: X/g - > - > X/ A între idx/d și genul de compoziție ■ Mx În virtutea lui -Lx, avem dreptul să presupunem că există o celulă zero-dimensională în acest spațiu, astfel, scheletul său unidimensional este o grămadă de cercuri Să luăm în considerare maparea caracteristică φ\ I -> -> X} a unei celule de Mai convenabil ne va fi să considerăm, în locul buclei φ, bucla circulară S -> Xj, pe care o notăm cu aceeași literă Deoarece spațiul este pur și simplu conectat, bucla φ poate fi extinsă la o mapare a cercului f; D → X Considerăm acum bila D și, pentru simplitatea notării, presupunem că f este definită pe emisfera inferioară S^ a limitei sale Punem Y = X \jf D cy X Spatiul Y este un spatiu celular si se obtine prin adaugarea a doua celule, bidimensionale si tridimensionale, la partitia celulara a spatiului X Noua celulă bidimensională e, imaginea emisferei superioare din D , este un spațiu celular contractabil Prin urmare, spațiul coeficient Y/e este homotopie echivalent cu Y și conține o celulă unidimensională mai mică decât spațiul original X Continuând argumentul, obținem un spațiu al cărui schelet bidimensional este format dintr-un punct Vă rugăm să rețineți că construcția noastră a rezultat într-un spațiu celular tridimensional De fapt, se poate dovedi că în condițiile noastre spațiul va fi echivalent homotopic cu: un punct, o sferă bidimensională sau o grămadă de sfere bidimensionale, dar demonstrarea acestui lucru folosește o tehnică (omologică) mai complexă Nx Fie harta f: X -> A inversa de homotopie a incluziunii i Prin presupunere, restricția lui f la subspațiul A, adică compoziția foi, este omotopică la maparea identității ibd În virtutea teoremei -ix, această homotopie poate fi extinsă la o homotopie H: X x I -> A de f Punem p(x) = H(x, ) și p(x, ) = x pentru toate x & A În consecință, Capitolul p - retragere Rămâne de observat că, deoarece p este homotopic la f, rezultă că i o p este homotopic la compoziția r o /, care este homotopic la idx, deoarece prin presupunerea /u' sunt inverse homotopice A Desigur, faptul că proiecția este o echivalență de homotopie este un caz special al afirmațiilor -Kx și -G Totuși, aici prezentăm un argument independent, care este mai ilustrativ în cazul unidimensional Toate homotopiile vor fi conectate în afara vecinătății celulei unidimensionale e a spațiului celular original X și în afara vecinătății celulei zero-dimensionale xo, imaginea celulei e în spațiul coeficient Y = X/ e În această legătură, vom avea în vedere doar închiderile unor astfel de cartiere În acest caz, pentru simplitatea notării, vom presupune că spațiile luate în considerare coincid cu aceste vecinătăți În acest caz, spațiul X este o celulă unidimensională e, la capătul din stânga căreia sunt lipite segmentele I!, I , ,Ik, iar la capătul drept segmentele D, J , , Ioan Spațiul Y este pur și simplu un buchet compus din toate aceste segmente cu un punct comun xo : Y -> X transferă punctul ho la mijlocul celulei e, jumătate din fiecare dintre segmentele Is și Jt - la, respectiv, jumătatea stângă și dreaptă a acestei celule În cele din urmă, jumătatea rămasă din fiecare dintre aceste segmente este mapată (cu un factor de doi) unui întreg segment Să demonstrăm că mapările descrise sunt inverse de homotopie Mai mult, este important ca homotopiile să fie conectate la capetele libere ale segmentelor Ii și Jt Compoziția / o q: Y -> Y este dispusă astfel Reducerea / o g la fiecare dintre segmentele buchetului este, propriu-zis, produsul drumului identic și al drumului constant, care, după cum se știe, este homotopic cu drumul identic Mai mult, homotopia este conectată atât la capetele libere ale segmentelor, cât și în punctul x Compoziția înainte de f mapează întreaga celulă e la mijloc, jumătățile fiecăruia dintre segmentele I adiacente celulei e și Jt sunt mapate la jumătatea acestei celule, iar părțile lor rămase sunt întinse de două ori și mapate la întregul segment corespunzător Desigur, harta luată în considerare este omotopică cu harta identității A Demonstrat prin inductie folosind lema -A V În virtutea A , orice spațiu celular finit unidimensional X este echivalent homotopie cu spațiul X', numărul de celule zero-dimensionale și unidimensionale în care este cu unul mai mic decât în spațiul X, deci x(X) = x(X') Argumentând prin inducție, ajungem la un spațiu cu o celulă zero-dimensională, a cărei caracteristică Euler este egală cu x(A") (cf -K) Fie k numărul de celule unidimensionale din acest spațiu Atunci x(X) = - k, deci k = - y(X) Rămâne de observat că numărul k este tocmai rangul grupului mri(A') C Rezultă din -B având în vedere faptul că grupul fundamental al unui spațiu este invariant sub echivalențe de homotopie d Urmează de la -C Dovezi și comentarii E În virtutea punctului B, dacă grupurile fundamentale a două spații celulare unidimensionale finite conectate sunt izomorfe (sau caracteristicile Euler ale acestor spații coincid), atunci fiecare dintre ele este echivalent homotopie cu un buchet format din același număr de cercuri , și, prin urmare, spațiile în sine sunt echivalente cu homotopie Dacă spațiile sunt echivalente cu homotopie, atunci, desigur, grupurile lor fundamentale sunt izomorfe și, în virtutea lui C, caracteristicile lor Euler coincid și ele Jx Să fie o celulă deschisă Dacă imaginea X este omotopică la o buclă ѵ cu v(Γ) ⊂ A Notăm cu U bila deschisă de rază | aflată în Dk, iar cu V complementul în X a celui închis bilă de rază După lema lui Lebesgue, există o împărțire a segmentului I în segmente D, , IN astfel încât imaginea fiecăruia dintre elementele partiției să fie cuprinsă în întregime într-una dintre mulțimile U sau V Să presupunem că u(A) ⊂ U Deoarece în Dk orice drum cu același început și sfârșit sunt homotopice, restricția u\u este homotopică la o cale care nu atinge centrul a Dk Prin urmare, bucla u este omotopică cu bucla u' a cărei imagine nu conține punctul a Rămâne de observat că spațiul A este o retragere de deformare a complementului X x a, prin urmare u' este homotopic buclei v cu imaginea situată în A D Fie s o buclă în punctul x Deoarece mulțimea s( ) este compactă, este conținută într-un subspațiu de celule finite Y din spațiul X Rămâne să folosim Propoziția C și să efectuați inducția asupra numărului de celule din Y E Corolarul -D și -B F Dacă luăm un alt set de căi s'a, atunci elementele şi D'Dy'a] va fi conjugat în r (A' , x ), iar din moment ce subgrupul N este normal, conține mulțimea elementelor {D, "[ "]} dacă conține mulțimea G Suntem îndreptățiți să presupunem că scheletul zero-dimensional al spațiului X constă dintr-un singur punct x , astfel încât scheletul său unidimensional Xt este un buchet de cercuri Să considerăm un pt de acoperire : Vx -> Xt cu un grup dat N Existența sa rezultă din teorema generală ^-Dx asupra existenței Capitolul tiya cu acest grup În cazul în cauză, spațiul total al învelișului va fi un spațiu celular unidimensional Acum, demonstrarea teoremei are loc în mai mulți pași, fiecare dintre acestea fiind o demonstrație a uneia dintre următoarele șapte leme De asemenea, ne va fi convenabil să presupunem că Xr este maparea p ; iar mapările | n PO D a -> D a sunt identice pe fiecare dintre discurile D a Este clar că pentru fiecare punct x ∈ Int P cu X vecinătatea sa acoperită corespunzător este întregul interior al acestui cerc Fie acum, pentru un punct x &Xx, mulțimea U} să fie vecinătatea sa acoperită corespunzător față de acoperirea p Punem U = C și |Ja, faI(BaI), unde Ba> este un con deschis cu vârful în centrul bilei Dț, peste mulțimea B o acoperire arbitrară, p: S -> B o hartă arbitrară Se consideră submulțimea A = (S x ) U ( x I) U (S x ) a cilindrului S x I, și fie q: S x I -> (S x i)/a ~ harta de factorizare Este ușor de observat că S x I/q = , deci vom presupune că q: S x I -> S Compoziția h = p o q: S x I -> B este o homotopie între aceeași buclă constantă din baza învelișului Prin teorema de homotopie de acoperire C, homotopia h este acoperită de o mapare h, care este, de asemenea, o homotopie între două căi constante, deci factorul său este maparea p: S -> X care acoperă p Pentru n > , se poate folosi Xx în argument G Dovada este similară cu demonstrația Lemei G Deoarece bucla inos: I -> X este homotopic la zero, este acoperită de o buclă a cărei imagine va fi automat în Y G Fie s o buclă în Xr astfel încât [s] eKerip* Din Lema rezultă că este acoperită de o buclă s: I -> Y ; deci [s] = (Pi) *(["]) &N Astfel, Keren, cu N, deci, în virtutea Lemei , N = Kerin, De exemplu, RP se obține prin lipirea D la S prin maparea p: S -> S , unde A': og-> £'(c^), ( i > T]'(a ), deci există un homomorfism C: X -> X ' Unicitatea sa este evidentă Demonstrați singur ultima afirmație a teoremei Vx Construiți o acoperire universală a spațiului X Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri Mulțimea { } constă dintr-un element, care este mulțimea goală Desigur, acest element în sine este o mulțime goală care nu conține niciun element, dar mulțimea { } constă din singurul element Formulele ) și ) sunt corecte, dar ) nu sunt Da, setul {{ }} este format dintr-un element, singurul său element este setul { } ; ) ; ) ; ) ; ) ; ) ; ) ; ) două elemente dacă x / și unul element dacă x = % ) { , , , }; ) { }; ) {- ,- ,- ,- ,- ,- , Multimea solutiilor unui sistem de ecuatii este intersectia multimilor de solutii ale ecuatiilor care alcatuiesc acest sistem ■ Rezolvarea problemei se bazează pe identitatea teoretică a mulţimilor U(aa; +oo) = (inf aa; +oo) a (dovedește-o) De altfel, setul de raze închise [a; +oo) nu este o topologie, deoarece este foarte posibil ca |Ja[aa; +°°) - (do', +oo) (dați un exemplu) Da, este Soluția aproape textuală coincide cu rezolvarea problemei anterioare Principalul lucru de realizat în legătură cu definirea topologiei într-o mulțime este că axiomele unei structuri topologice sunt condiții pe o mulțime de submulțimi în care această mulțime este numită structură topologică Mulțimea ) nu este, deoarece mulțimile {a}, {&, d,} sunt incluse în ea, dar mulțimea {a, b, d} = {a} U { , d} nu este Găsiți două astfel de elemente din mulțimea ) a căror intersecție nu îi aparține Apoi veți arăta că nu este o topologie Și, în sfârșit, este ușor de observat că orice intersecții și uniuni ale elementelor mulțimii ) nu rezultă din aceasta (adică, nu se vor obține noi mulțimi în cadrul unor astfel de operații) - Nu, deoarece intersecția unor mulțimi infinite poate fi finită (dați un exemplu) Da La rezolvare, este convenabil să folosiți formula E a lui de Morgan, că intersecția mulțimilor finite este întotdeauna finită și că unirea unui număr finit de mulțimi finite este, de asemenea, o mulțime finită Da, pentru că u(I Zh) = Мііж, a a n({a}U^) = {a}UfW a a Desigur ca este închis: ) într-un spațiu discret, toate mulțimile; Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri ) în antidiscret - doar cele care sunt deschise: goale și tot spațiul; ) în săgeată - , X și segmente de forma [ ;a]; ) c - X, ,{b,c,d},{a,c,d},{b,d},{d},{c,d}; ) în CP , toate mulțimile finite și toate K Când rezolvați această problemă, trebuie să depășiți sentimentul de evidență completă a întrebării De ce intervalul ( ; ] nu este deschis? Dacă ( ; ] = = atunci e (aao; & ao), atunci bao > , de unde logic si abundent K x ( ; ] = (-oo; ] U ( ; +oo) nu este deschis Pe de alta parte, Reprezentați complementul unei mulțimi date ca o uniune de intervale Verificați dacă Q = {U | X x U J-} este o structură topologică Pentru control, indicăm doar că există paisprezece astfel de seturi în total Știți deja tot ce aveți nevoie pentru a rezolva această problemă și pur și simplu trebuie să găsiți singur răspunsuri la astfel de întrebări Nu fi leneș Desigur că nu! Structura topologică este restaurată de la bază, deoarece este o colecție de uniuni ale tuturor sețiilor posibile de mulțimi incluse în această bază ) Baza unui spațiu discret este mulțimea tuturor submulților de un punct, iar această bază este minimă ) În spațiu, baza este, de exemplu, o astfel de mulțime: {a}, { }, {a, c}, {a, b, c, d} ) Într-un spațiu antidiscret, baza minimă constă din tot ) rătăcirile în săgeata la de exemplu, baza este mulțimea {[ ; +oo), (r; +oo)} r£Q+ ' Structura topologică în sine este propria sa bază Prin urmare, nicio colecție diferită de aceasta nu este o bază Prin urmare, într-un astfel de spațiu, niciun set deschis nu poate fi unirea a două seturi deschise distincte de acesta Prin urmare, seturile deschise din el sunt ordonate liniar prin includere Mai mult, nu există lanțuri infinite strict crescătoare de seturi deschise în el Vom arăta că eliminarea oricărui element din orice bază a unei linii drepte are ca rezultat o bază cu aceeași topologie Fie U o mulțime de baze arbitrară Poate fi considerată ca uniunea de intervale deschise care sunt mai scurte decât distanța dintre două puncte Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri set U Avem nevoie de cel puțin două astfel de intervale La rândul lor, fiecare dintre ele poate fi reprezentat ca o uniune de mulțimi din baza considerată Deoarece U a putut fi reprezentat ca o uniune a altor seturi de bază, acesta poate fi el însuși îndepărtat de la bază Așa este, întrucât a doua dintre condițiile formulate în Z V este îndeplinită automat Demonstrați că intersecția progresiilor aritmetice este o progresie aritmetică Deoarece mulțimile {r, r + d, i + d, }, r = , ,d, sunt deschise, disjunse în perechi și acoperă N, fiecare dintre ele este închisă În special, pentru fiecare prim p, mulțimile {p, p, p, } sunt și ele închise, formând o acoperire a mulțimii N\{ } Dacă ar exista un număr finit de numere prime, atunci s-ar dovedi că mulțimea de un punct { } este deschisă Includerea P, C P înseamnă că mulțimea deschisă în prima topologie (adică inclusă în mulțimea P,) aparține de asemenea mulțimii P Prin urmare, trebuie arătat că mulțimea Kx este deschisă în topologia linie obișnuită mier B - - Răspuns în - - Pătrate ale căror laturi sunt paralele, respectiv, cu axele de coordonate și bisectoarele unghiurilor de coordonate - D^a) = X, D / (a) = {a}, S / (a) = - De exemplu, X = Di( ) C K și O / ( / ) C Oi(O) Te poți descurca cu trei puncte Fie R > r și Og(&) ⊂ Or(a) Luați c € Od(&) și folosiți faptul că p(b, c) p(b, a) + p(a, c) Fie u = b - x, t = x - a Inegalitatea Cauchy devine o egalitate atunci când vectorii unt sunt codirecționali, adică atunci când punctul x se află pe un segment cu capete în punctele a și b În metrica p(p) pentru p > mulţimea specificată coincide cu un segment cu capete a şi b, iar în metrica p''>} este un paralelipiped dreptunghic ale cărui vârfuri opuse sunt aceste puncte - Vezi soluția problemei -F Discret - Arătați că mulțimea X x Dr(a) = {x | p(x, a) > r} este deschis Folosiți ecuația X x Sr(a) = Br(a) U (X x Lg(a)) și rezultatul problemei - Doar linie dreaptă și spațiu discret Afirmația problemei F este tocmai că pentru n = metricile p( ), p( ) și p(oo) sunt echivalente; se poate face un argument similar Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri iar pentru n > Totuși, în acest caz este mai convenabil să se folosească rezultatul următoarei probleme, arătând că pentru orice pereche de metrici de forma p^ c p G oo există constante corespunzătoare c și C ^• Să împărțim această problemă în două Mai întâi, arătăm că dacă p (x, y) ⩽ Cp(x, y), atunci U G Într-adevăr, inegalitatea p ⩽ Cp} implică includerea В!тРѵі(а) ⊂ ВУУ Acum folosim afirmația problemei -L Inegalitatea cpi(a:, /) astfel încât dacă Cp (x, y) Găsiți constantele c și C astfel încât cp(oo)(a:, /) există o funcție / , astfel încât / dx І Este clar că într-un spațiu discret singurul set dens pretutindeni este spațiul însuși [ Conform axiomei lui Cantor, există un punct aparținând fiecăruia dintre aceste segmente, deci intersecția V ∩ Uk este nevidă, de unde intersecția Uk este peste tot densă ) Răspunsul la a doua întrebare a problemei este negativ Luați în considerare mulțimile deschise Un e Q, n ∈ N Deoarece fiecare dintre ele conține mulțimea Q, toate sunt dense peste tot pe linie Acum numerotăm numerele raționale, fie ] C \U| În mod similar, deoarece mulțimea Y nu este nicăieri densă, segmentul [ai;&i] conține segmentul [a ;b ] cu C K x Y Continuând construcția, obținem o succesiune imbricată {[ttnj&n]} de segmente astfel încât С(r) \У" În virtutea aserțiunii standard a analizei matematice, există un punct cu € РіА, [an; A] Este clar că De exemplu, orice punct al unui subset finit al unei linii este evident punctul său de contact, dar nu este un punct limită Setul de puncte limită este întregul spațiu KT ) => ) Se consideră V = Ux, unde Ux sunt vecinătăți care există prin definiția închiderii locale și să se arate că A = V P C A ) ==> ) Utilizați definiția topologiei subspațiale ) => ) Unul și același set poate fi luat drept cartierele Ux Nu, pentru că această relație nu este antisimetrică Într-adevăr, - | și |- , dar - Notăm cu -C mulțimea simetrică față de C față de punctul , originea Rezultă direct din definiția unei ordine parțiale nestricte că: C trebuie să fie închis sub adaos; trebuie sa Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri conţin zero şi C P (-C) = { } Conul superior al elementului a este mulțimea a + C, care este rezultatul transferului paralel al mulțimii C la vectorul a Evident, cel mai mare element este maximul, cel mai mic element este minimul, dar afirmațiile inverse nu sunt adevărate în general Dacă pentru orice submulțime dintr-o mulțime parțial ordonată aceste concepte coincid, atunci oricare două elemente ale acestei mulțimi sunt comparabile, adică unul dintre ele este mai mare decât celălalt Într-adevăr, luați în considerare orice submulțime de două elemente Dacă aceste două elemente nu ar fi comparabile, atunci fiecare dintre ele ar fi maximul și, prin urmare, cel mai mare element al acestui set Dar cel mai mare element este unic Această contradicție arată că elementele sunt de fapt comparabile În schimb, din comparabilitatea oricăror două elemente, este ușor de dedus că în orice submulțime orice element maxim este cel mai mare și orice element minim este cel mai mic O relație de includere într-o mulțime de submulțimi ale unei mulțimi X este o ordine liniară dacă X este fie gol, fie are un singur element Luați în considerare, de exemplu, următoarea condiție: pentru orice a, b și c astfel încât a - { } Fie A = { } și B = { } Atunci /(A) /(B) = { }, în timp ce /(A P B) = În mod similar, f(X \A) = { }, în timp ce Y x /(A) = /(A P B) C/(A) P/(B), dar nu există o includere naturală între mulțimile f(X \ A) și Y \ /(A) Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri Maparea f este o bijecție Fie y e B P /(A) Atunci y = f(x), unde x & A Pe de altă parte, x € e / (B), deci x € / (B) P A, deci y € /(/ (B) P A) Demonstrați singur includerea inversă Nu, nu neapărat Exemplu: f: { } -> { , }, q; { , } -> { } Desigur, maparea f trebuie să fie o injecție și q o suprajecție Id-ul de mapare este continuu când U = id (C ) GOj pentru fiecare U € P ) și aceasta înseamnă că P C fii- ), ) Da, va fi ), ) Nu, nu neapărat ) Arbitrare; ) numai constante, adică maparea întregului spațiu Y la un punct din spațiul X Familia GU = {/ (С?) | U ∈ Q} este o topologie pe A, iar această topologie este cea mai grosieră dintre cele pentru care harta f este continuă Avem / (A) C / (C A) Dacă maparea f este continuă, atunci mulțimea / (C A) este închisă; prin urmare, C / (A) c / (C A) Dacă are loc această includere, atunci pentru orice mulțime F, C / (F) C / (F) închisă în Y, prin urmare, mulțimea / (F) coincide cu închiderea ei, ceea ce înseamnă că este închisă Aceasta demonstrează că f este o hartă continuă Maparea/ este continuă când Int/- (A) D/ (Int A) pentru orice A cu Y, când C /(A) e /(C A) pentru orice A cu X, când Int /(A) C /(Int A) pentru orice A cu X Afirmația rezultă din faptul că imaginea inversă a unei mulțimi deschise este unirea imaginilor inverse ale mulțimilor de bază Bineînțeles că nu, deoarece definiția introdusă coincide cu cea cunoscută pentru funcțiile numerice (vezi K) Raționament bazat pe definiție: mulțimea U = ( ; ] este deschisă în [ ; ], dar preimaginea sa /- (( ; ]) = [ ; ) nu este deschisă în [ ; ] multe Da, continuu Gândiți-vă ce poate fi setul / (a; + oo) (prototipul setului deschis în săgeată) De altfel, maparea g, care coincide cu / peste tot, cu excepția x = și Topologia în Rn este indusă de metrica p(oo), unde p(°°\x, y) = max{|xi - y\, ,\xn - m/n|} În consecință, p(oo)(f(x),/(a)) p(x, A) este continuă, atunci O' conține toate bilele deschise posibile Prin urmare, include și toate seturile deschise în topologia metrică Dacă p(x, a) inversiunea Să se arate că r- = r Continuă Valabilitatea rezultă din teoremele analizei matematice: notează reprezentarea în coordonate a mapării r și folosește enunțurile , și ~ (ad, -be)y Arătați că dacă r = x + gyi(r) = u + iv, atunci r = -de unde, ' ѵ ' |cz -f- a\r rezultă că /(W) ⊂ W Maparea inversă este dată de o formulă similară Utilizați , și pentru a demonstra continuitatea II I => I Utilizați teorema valorii intermediare eu Rn stabilește o corespondență bijectivă între mulțimi finite Doar maparea identității este un homeomorfism Utilizați și M Lăsa X = Y = U [ fc; fc + ) Considerăm o bijecție X -> Y definită după cum urmează: {| pentru x e [ ; ), pentru x £ [ ; ), x - la x La rezolvarea punctelor ) și ), utilizați coordonatele polare; la rezolvarea restului se pot aplica mapările construite în rezolvarea problemei la punctul ) Fiecare dintre ele este homeomorf la unul dintre următoarele seturi: punct, segment, rază, cerc, bandă, semiplan, plan Dovedește-o! Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri În problemele T și este suficient să înlocuim cercul închis D cu o bilă închisă n-dimensională Dn și cercul deschis B cu o bilă deschisă n-dimensională Bn În problema situația este mai complicată Fie K C Rn o mulțime convexă închisă În primul rând, suntem îndreptățiți să presupunem că Int K / , deoarece altfel K este izometric la o submulțime a spațiului cu k D astfel încât f(p) = f(q) și ab(/) = idsi Rămâne să duc la îndeplinire argumentul prin inducție Prezentăm o construcție mai explicită Fie K = {(^i, Ui)}P=i Avem dreptul să presupunem că abscisele punctelor mulțimii K sunt diferite (De ce?) Se consideră o funcție continuă f: K -> K astfel încât f(xi) - Yi, r = , , n Atunci F:R R : (x,y) n-> (x,yf(x)) este un homeomorfism pentru care F(K) cu K Există și un homeomorfism g: K -> K astfel încât g(xr) = i, i = , ,n Luați în considerare homeomorfismul G: R -> R : (x, y) b -> (q(x), y) Atunci (G o F)(K) = { , , n}, deci R \ K = R \ { , , n} Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri - Utilizați homeomorfismul ) = ) din problema Luați în considerare maparea i~" (z, ( - t)f(x) + tg(x)) Prima întrebare este ce este o ceașcă de cafea din punct de vedere matematic, cum este setată? Pe viitor, vom indica abordarea exactă a descrierii unor astfel de obiecte prin introducerea clasei corespunzătoare de spații, dar deocamdată vom argumenta "din punctul de vedere al bunului simț" O minge închisă este homeomorfă pentru jumătatea sa, nu-i așa? În plus, dacă scoatem jumătate dintr-o minge de rază mai mică cu același centru din jumătatea mingii, atunci partea rămasă ("coaja de pe jumătate de pepene verde") va fi în continuare homeomorfă atât pentru emisferă, cât și pentru minge Aceste afirmații pot fi dovedite cu acuratețe, chiar și prin scrierea formulelor necesare "crusta" rămasă este o ceașcă cu mânerul rupt Prin urmare, o ceașcă cu mânerul rupt este homeomorfă pentru o minge închisă, care, la rândul său, este homeomorfă pentru un cilindru Mai mult, dacă pe suprafața mingii sunt fixate două "cercuri", atunci avem dreptul să considerăm că sunt bazele cilindrului, cf Ca cercuri marcate, să luăm cercuri de-a lungul cărora este atașat un mâner de ceașcă, care este în sine un cilindru Ce s-a întâmplat? Da, desigur, un bagel! Monedă homeomorfă: farfurie, pahar, lingură, furculiță, cuțit, farfurie, cui, șurub, șurub, burghiu Verigheta este homeomorfă: o ceașcă de cafea, o nucă, o mașină de spălat, un ghiveci de flori, o cheie Vezi soluția pentru următoarea problemă Aceleași cuvinte care au fost spuse în soluția problemei se aplică acestei probleme Este clar că dacă o gaură superficială este găurită în minge, atunci corpul rezultat este încă homeomorf la minge Rămâne de explicat de ce corpul descris în problemă este homeomorf la o minge ușor găurită Ideea principală este aceeași ca și în soluția problemei -, în acest caz soluția se bazează pe următoarea afirmație Fie Co un cilindru, fie cilindrul C să se afle în Co, să aibă o rază mai mică, o înălțime mai mică, iar baza sa inferioară se află în interiorul bazei inferioare a cilindrului Co Fie C o parte inferioară a cilindrului C Există un homeomorfism /: Co -> Co, identic la limita lui Co astfel încât /(C) = C' Gaura făcută în această bilă este un cilindru În virtutea lemei formulate, avem dreptul să presupunem că acest cilindru este mic Fiecare dintre spații este homeomorf la S x (S U punct) Pentru a vedea acest lucru, luăm în considerare homeomorfismul R = S \ punct descris în soluția problemei R (În al doilea caz, scoateți punctul din cercul S ) Argumentul rămâne valabil în cazul spațiului Rn Dar ce se întâmplă dacă înlocuim S cu Sk Proiecția stereografică Sn x ( , , , ) -> Rn mapează mulțimea luată în considerare într-o vecinătate (simetrică sferică) S,fc , care, așa cum nu este greu de observat, este homeomorfă la Rn x Rn fc Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri Spațiile Z și Q sunt numărabile, celelalte trei nu ZQ, deoarece topologia în prima dintre ele este discretă, în a doua nu este Numai în CP nu există mulțimi infinite închise care să nu coincidă cu întregul spațiu Într-o săgeată, oricare două seturi deschise se intersectează Fie X = {fc} L U fc + ), Y = XU { } Luați în considerare următoarele suflare bijecții X -> Y: la x - , la x = - , la x ; x pentru x p(x, C)} sunt dorite Rețineți că afirmația acestei probleme rămâne adevărată dacă în loc de Rn luăm în considerare un spațiu arbitrar, a cărui submulțime deschisă este normală, vezi § Evident (Comparați ) Mulțimea A este densă în B echipată cu topologia relativă Rămâne de aplicat teorema V Presupunem dimpotrivă că setul A și B este deconectat Apoi, în spațiul ambiental există submulțimi deschise U și V astfel încât AJ B C și UV, Un(AUB)^ , VP(AuB)^ și BpVn(AuB) = (vezi soluția problemei ) Deoarece AU B c U П V, atunci mulțimea A intersectează cel puțin una dintre mulțimile U sau V Fie, pentru certitudine, AnU ^ Atunci ApV = datorită conexiunii mulțimii A, deci, A C U Deoarece mulțimea U este o vecinătate a oricărui punct de la intersecția lui A P C B, atunci U P B Mulțimea V se intersectează și cu B, deoarece V P ( A și B) , a AnV = Am obținut o contradicție cu conexiunea lui B, deoarece B nU și B P V sunt două mulțimi negoale deschise în B și neintersectate a căror unire dă B Dacă mulțimea A U B nu este conectată, atunci există astfel de mulțimi deschise U și V în X pentru care: UuVdAuB uVpVP(AuB) = cu U Punem Bg = B P V Deoarece B este deschis în X x A, și V C X x A, atunci Bi este deschis în V, ceea ce înseamnă că este deschis în X În plus, deoarece Bg c X x U C X x A, atunci Bi este închis în X x U și, prin urmare, este închis în X Astfel, mulţimea B} este deschisă şi închisă în X, ceea ce contrazice conexiunea acestui spaţiu Nu, nu ar trebui Exemplu: A = Q, B = R \ Q ) Dacă A și B sunt deschise și A este deconectat, atunci A = UUV, unde U și V sunt seturi negoale, neintersectate și deschise în A Deoarece A P B este conectat, atunci fie A P B c U fie ApB cV Pentru certitudine, presupunem că AnB CU Atunci mulțimile V,UUB constituie o partiție a lui A U B în două mulțimi deschise nevide Într-adevăr, U și V sunt deschise în A U B, deoarece un subset deschis al unui set deschis este deschis în spațiul ambiental Am obținut o contradicție cu legătura A U B ) Înlocuiește peste tot în argumentul anterior cuvintele deschis, deschis cu cuvintele închis, închis Nu, nu neapărat Luați în considerare seturile conectate Kn = {(z, y) I , y {- , } } U {(z, y) I x e N, x^n, y & [- ; ]}, n & n Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri (Mulțimea Kt este un gard infinit, o cale ferată, o balustradă, orice doriți ) Intersecția acestor mulțimi este unirea razelor {y = , x } și {y = - , x } Fie C o componentă a lui X Considerăm un punct xE C, fie Ux vecinătatea sa conexă Atunci Ux este cuprins în întregime în C, deci x este un punct interior al mulțimii C Astfel, mulțimea C are toate punctele interioare, deci este deschisă Să reformulam afirmația, după care devine evidentă Și anume, dacă mulțimea M este conectată și A este deschis și închis, atunci fie M c A sau M c X x A Vezi sarcina următoare Demonstrați că două puncte dintr-o mulțime Cantor nu pot aparține aceleiași componente conectate Dacă Fr A = , atunci A = CI A = Int A este o mulțime netrivială deschisă și închisă Dacă F PRgA \u d , atunci F \u d (F C CI A) U (F C CCH x A)) și F P C A P C (X x A) \u d Dacă С А este o mulțime deconectată, atunci С А = Fi UF , unde F F sunt închise și seturile disjunse în X Până la avem Fr F,, Fr F și FrClA = FrFi U FrF , ceea ce contrazice legătura lui Fr A Meciul N și Fie M componenta unitară Pentru fiecare punct x ∈ M, mulțimea xM este conexă și conține punctul x = xe Astfel, mulțimile xM și M se intersectează, deci xM și M, adică M este un subgrup al lui X Mai mult, pentru fiecare punct xX X mulțimea x~' Mx este conectată și conține identitatea Prin urmare x~' Mx c M, astfel încât M este un subgrup normal Fie mulţimea U ⊂ K deschisă Pentru orice punct x ∈ U, se consideră intervalul maxim (mx; Mx) C U care conține acest punct Oricare două astfel de intervale fie coincid, fie nu se intersectează, deci constituie o partiție a mulțimii U ) Desigur, este conectat, deoarece dacă I este o spirală, atunci C £ = IU S ) Desigur, răspunsul nu se schimbă dacă doar o parte din cercul limitator este adăugată spiralei ) Deconectat, de exemplu, deoarece proiecția sa pe axa x este deconectată ) Conectat, deoarece oricare două puncte din această mulțime sunt conectate prin (cel mult) o polilinie cu două legături ) Conectat Să considerăm o mulțime X cu R , care este uniunea dreptelor y - kx, unde k ∈ Q Este clar că coordonatele (x, y) ale oricărui punct al mulțimii X sunt fie raționale, fie ambele iraționale Rămâne de observat că această mulțime este conectată, iar mulțimea dată în problemă constă în închiderea sa (coincidend cu întregul plan) Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri Fie A cu Rn o mulțime conexă Folosiți faptul că bilele spațiului Rn sunt conectate (vezi U sau V) și încercați afirmația E pentru familia {A} U {Be(x)}xEA Pentru fiecare punct x & A, se consideră o vecinătate sferică Vx C U a acestui punct Vecinătatea K a mulțimii A este cea dorită (vezi discuția problemei anterioare) Lăsa X = {( , ), ( , )} U {(i, y) I x e [ ; ], y = ,n n} ~ R Demonstrați că orice mulțime care este atât deschisă, cât și închisă în X conține punctele A( , ) și B( , ) Într-adevăr, orice polinom de grad impar ia atât valori pozitive, cât și negative (pentru valori modulo suficient de mari ale argumentului), prin urmare, ia și valoarea zero Meciul Y, B și E Există nouă tipuri topologice și anume: ) A, R; ) B; ) C, G, I, J, L, M, N, S, U, V, W, Z; ) D, O; ) E, F, T, Y; ) H, K; )X; ) P; ) Î Rețineți că răspunsul depinde de stilurile de litere acceptate De exemplu, se poate desena litera R în așa fel încât să nu fie homeomorfă pentru A, ci pentru Q Nehomeomorfismul perechi al literelor de diferite tipuri poate fi dovedit folosind analogi ai raționamentului efectuat în E Acest lucru se întâmplă deoarece un pătrat fără niciunul dintre punctele sale este conectat (demonstrează-l!) Să subliniem că fraza des rostită: "Pentru că nu poate fi împărțită în două deschise" nu este nicidecum o dovadă Cea mai simplă modalitate este să utilizați Instrucțiunea Deoarece punctul Sn x = Rn , x Deoarece pentru orice punct x € X mulțimea {x | f(x) = /(x )} este atât deschis cât și închis (demonstrați acest lucru) Sau într-un alt mod: pre-imaginea (y) a oricărui punct y este un set deschis , x Să reparăm și să luăm în considerare maparea χ i -> xhx~' Deoarece- ku H este un divizor normal, atunci imaginea grupului G se află în H Deoarece topologia din H este discretă, această mapare este constantă local, prin urmare, cu , x, este constantă Deoarece unitatea este mapată la h, rezultă că xhx~' = h pentru orice element x al grupului G, de unde rezultă că gh = hg pentru orice elemente g ∈ G și A £ H ІЗ ІОх Luați în considerare ceea ce este firesc să numim componenta unui punct în sensul proprietății S, adică unirea tuturor mulțimilor care au această proprietate Demonstrați că din condiția problemei rezultă că orice componentă este deschisă Prin urmare, dacă spațiul este conectat, atunci componenta oricărui punct coincide cu întregul spațiu , x Pentru comoditate, introducem un sistem de coordonate a cărui axă y este o linie dată £ și considerăm o funcție a cărei valoare /(t) este Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri este egală cu aria părții mulțimii A situată în stânga dreptei x = t Demonstrați că funcția f este continuă Rămâne de menționat că setul valorilor sale este intervalul [ ; ], unde S este aria lui A și aplicați teorema valorii intermediare ІЗ ІЗх Dacă mulțimea A este conectată, atunci funcția definită în soluția problemei x va fi strict monotonă pe mulțime (( , S)) ІЗ ІЗх Fixăm un sistem de coordonate în avion și pentru orice număr y? €[ ; r] vom avea în vedere și sistemul de coordonate obținut prin rotirea celui original cu unghiul tp Introducem funcțiile fA și fB astfel: linia dreaptă x = fA(>p) (x = fb( I Acest lucru este evident, deoarece includerea ipA este continuă [ X o cale Atunci oricare două puncte u(x), u(y) &u(r) pot fi conectate printr-o cale care este o compoziție a mapărilor ui / -> : t n" ( - t)x + ty O cale în spațiul poligoanelor este o deformare continuă a poligonului Să arătăm că un poligon convex arbitrar P poate fi deformat într-un triunghi regulat T Alegem un vârf V al poligonului și începem să-l deplasăm spre, de exemplu, spre mijlocul diagonalei care leagă vârfurile P adiacente lui V Astfel , reducem numărul de vârfuri cu unul Continuând în același spirit, vom ajunge cu un anumit triunghi care poate fi ușor deformat într-un triunghi regulat T De asemenea, este ușor de observat că orice n-gon convex poate fi deformat într-unul regulat în spațiul convexului n -goni Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri Să prezentăm argumentul pentru cazul în care A și B sunt mulțimi deschise Fie x, y e A și u o cale care unește aceste puncte în A U B, unde I t : u(t ) A Puneți t = sup{t | u([ ; t]) C A} Este clar că u(i) € B \ A Arătaţi că H ti ( ; + oo) astfel încât V = IXgAC U În orice componentă conectată pe cale a mulțimii V există puncte din mulțimea A, deci dacă V nu este conectat la cale, atunci mulțimea A nu poate fi conectată h Utilizați produsul căilor - ani Evident - IX Evident h Introduceți noțiunea de componentă a conexiunii corespunzătoare și demonstrați că pentru submulțimile deschise ale lui Rn astfel de componente sunt mulțimi deschise h De exemplu, S h Fie x, y € R x X Desenați două drepte neparalele care trec prin punctele x și y și care nu intersectează mulțimea X - h Reduceți această problemă la problema anterioară arătând că pentru orice puncte x, y e Rn există un plan care conține aceste puncte și care se intersectează cu orice subspațiu dat în cel mult un punct - h Orice dreaptă complexă care trece prin punctele Wi, w € eC \ X se intersectează cu fiecare dintre mulțimile algebrice la un număr finit de puncte, deci numărul total de puncte de intersecție este numărabil, deci enunțul problemei este un corolar de - x - h În rezolvarea acestei probleme, ar trebui folosite două considerații Prima este legată de faptul că funcția det: A L -> det A este continuă, din care rezultă imediat că mulțimile GL(n~, K), O(n; K), Symm(n; K) P GL(n; K ) și {A | A = E} nu sunt conectate În plus, mulțimea Symm(n; K) = {A | AT = A} este un subspațiu liniar al spațiului tuturor matricelor, deci Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri conectate liniar Rămâne să arătăm că, de exemplu, mulțimea GL+(n;R) = {A I det A > } este legată de cale Aici și mai jos este util să folosiți următoarea afirmație (demonstrați-o) Pentru orice bază {eA în Rn, există astfel de mapări continue e N: an$Ub Se consideră două mapări continue f,g: X -> Y Să presupunem că spațiul Y este Hausdorff Pentru a demonstra că mulțimea de coincidențe C(f, q') este închisă, demonstrăm că complementul ei este deschis Dacă x & X \ C(f, q), atunci f(x) q(x) Deoarece spațiul Y este Hausdorff, punctele $(x) și g(x) au vecinătăți care nu se intersectează U și V Este clar că pentru fiecare punct y ∈ W = f~](U) Γ\g~r( Y) este adevărat că f(y) / g(y) Astfel W C X \C(fg) Deoarece hărțile f și q sunt continue, W este o vecinătate a punctului x, deci mulțimea X x C(f,g) este deschisă Luați în considerare următoarele mapări de la I la spațiul săgeților: x i > și x i > sigma: (Aici semnul este o funcție care mapează numerele negative la - , numerele pozitive la și de la la ) Urmează - , deoarece mulțimea punctelor fixe ale mapării f este mulțimea C(f,idx) Fie X spațiul săgeții Se consideră maparea f: X -> -> X: x -> x + șina? Care este setul de puncte fixe ale acestei cartografii? Este închis? În virtutea lui , mulțimea de coincidență C(f, g) este închisă în X Prin presupunere, conține o submulțime care este peste tot densă în X, deci coincide cu întregul spațiu Doar primele două proprietăți sunt ereditare {a?} = D)g/Ea? U, dacă pentru orice punct y / x există o vecinătate U a punctului x astfel încât y £UX, și aceasta este tocmai axioma Tr Evident Vezi J Se consideră imaginea inversă a acelei vecinătăți a punctului f(a) care nu conține punctul f(b) Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri Urmează din problema anterioară Această topologie este un analog complet al topologiei CT : numai mulțimi finite și întreg spațiul sunt închise într-un astfel de spațiu Luați în considerare cea mai slabă topologie care conține topologia liniare obișnuită și una în care mulțimea A = {~}^° este închisă În această topologie, nu poate fi separat de A În primul rând, antidiscret Exemplu mai semnificativ: X = (-oo; ) U ( ; +oo) U { i, } Aici topologia constă din intervale, dar intervalele (a; ), unde a І Să presupunem că axioma T este valabilă în spațiul X Dacă b & X și W este o vecinătate a lui b, atunci, aplicând T la punctul b și la mulțimea X x W, aflăm că există mulțimi deschise disjunse U și V astfel încât b & U și X \ W ⊂ V Este clar că C ( P) c X x V ⊂ W [ F unde F este închis și F P A = B În plus, este evident De exemplu, spațiu antidiscret sau spațiu săgeată Comparați cu dovada problemei - | =>| Fie T împlinit în spațiul X Dacă mulțimea F ⊂ X este închisă și W este o vecinătate a lui F, atunci, aplicând Tl la F și X x IV, obținem că există mulțimi deschise disjunse U și V astfel încât F ⊂ U și X\IVC V este clar că C (C) c X x V C W [ ) = С Р; apoi folosiți h Discret ora Deoarece L este închis într-o mulțime și topologia pe L este discretă, atunci fiecare submulțime a lui L este închisă în A[ Să demonstrăm că submulțimea mulțimii D[, formată din puncte raționale L, nu poate fi separată de submulțimea formată din puncte iraționale L Fie U o vecinătate în spațiul mulțimii Nemitsky L \ Q Pentru fiecare punct x L x Q, fixăm numărul m(x) în așa fel încât cercul deschis DTixj ⊂ U cu raza m(x) să atingă dreapta L în punctul x Fie Zn = {x R | r(x) > /n} Deoarece, evident, r - ; ] că (A) = -|u (B) = h În virtutea lui x există o funcție gz: X -> [-astfel încât |/(x) - (x) I | pentru toate x ∈ F Punem f)(x) = f(x) - sd :) Dacă modificăm puțin demonstrația aserției - x , atunci vom arăta că există o funcție q : X -> [- |; |], astfel încât |/i(a;) - [- gn; astfel încât |/(i) - sіi - • ■ • - dp(x) \ [- ; ] Este clar că |F = f Evident Să atribuim fiecărui opt câte o pereche de puncte cu coordonate raționale aflate în fiecare dintre jumătățile sale Astfel, fiecare Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri opt este asociat cu patru numere raționale Este ușor de observat că perechi diferite sunt asociate cu opturi care nu se intersectează, ceea ce înseamnă că nu există mai multe dintre ele decât sunt patru de numere raționale, adică un număr numărabil Săgeata satisface a doua axiomă de numărabilitate: mulțimea {(x; -|-oo) | f € Q} este baza sa numărabilă (utilizați C) Utilizați E pentru a arăta că nu există o bază de topologie numărabilă în KT Da, sunt separabile: mulțimea N este peste tot densă atât în săgeată, cât și în CP Luați în considerare exemplul de spațiu din problema Luați în considerare o mulțime nenumărabilă (de exemplu, K) ale cărei distanțe între diferite puncte sunt egale cu (vezi fA) Să asociem fiecărui set deschis din colecția dată un punct al unui set dens pretutindeni care se află în el Ca rezultat, obținem o injecție a unei populații date într-o mulțime numărabilă Rezultă din problema anterioară, deoarece componentele unei submulțimi deschise a lui Rn sunt deschise și nu se intersectează Luați în considerare id-ul de mapare: K > KT și utilizați K și rezultatul Fie X un spațiu, Eo o bază numărabilă a topologiei spațiului X și S o bază arbitrară a topologiei din X În virtutea teoremei lui Lindelöf M , fiecare mulțime din Eo este uniunea unei mulțimi numărabile de elemente ale bazei S Rămâne de folosit D Este clar că trebuie doar să dovedim ultima afirmație Dacă mulțimea U este deschisă și a U, atunci există o bilă BT(a) cu U În plus, există un număr k astfel încât rk ) Dacă {И}іХі este o bază numărabilă într-un punct, atunci putem pune Ui = În acest spațiu xn -> a, când xn = a pentru tot n, pornind de la un anumit număr Astfel, SC A = A pentru fiecare A cu K Pe de altă parte, de exemplu, intervalul [ : nu este o mulțime închisă, deci SC [O; ] = [ ; ] / С [ ; ] = K Luați în considerare maparea identității spațiului de la problema la K ) Dacă spațiul [X, P ) este compact, atunci este evident că și spațiile (X, YD) sunt compacte ) Reversul nu este adevărat în general Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri Săgeata este compactă (ce set trebuie să aparțină fiecăruia dintre învelișurile sale?) Spațiul KP este, de asemenea, compact, deoarece dacă luăm în considerare orice element nevid al unui înveliș deschis arbitrar, atunci doar un număr finit de puncte din acest spațiu va rămâne descoperit Această mulțime nu este compactă în K, deoarece, de exemplu, este imposibil să se extragă o subacoperire finită din înveliș {(- su; -~) Setul [ ; ) este compact în săgeată, deoarece unul dintre elementele capacului [ ; ) este o rază (a; +oo), unde a І Această afirmație este U [ K: x n -> p( , x) este mărginită, mulțimea A este mărginită Să demonstrăm că este închis Să presupunem contrariul, fie x ∈ C A x A Atunci funcția A -> K: x n -> b -> /p(x, x ) nu este mărginită, o contradicție Prin urmare, A este închis și mărginit, prin urmare, prin S, este compact Să considerăm funcția f: K -> K: x n -> p(x, E) În virtutea lui - , funcția f este continuă Deoarece p(K, F) = infieK f(x), rămâne de aplicat U Corolar al afirmației anterioare, aplicat mulțimilor A și X x U, unde U este o vecinătate a lui A; pune e = p(A, X \ U) Demonstrați că dacă A este închis în Rn, atunci pentru fiecare punct x e Rn există yeA astfel încât p(x, y) = p(x, A), de unde rezultă că V = (X) Mulțimea (Capul este conectat liniar ca o submulțime deschisă conectată a lui Rn, de unde rezultă că mulțimea V este conectată liniar Se consideră funcția p: x i -> p(x, f(x)) Dacă /(x)x, atunci Evident Dacă X nu este compact, vezi, de exemplu, B-, dacă Y nu este Hausdorff, luăm în considerare, de exemplu, id-ul de mapare a identităţii al segmentului [ ; ] cu topologia obișnuită în ea cu topologia Zariski, sau pur și simplu maparea identică a unui spațiu cu o topologie discretă într-un spațiu cu o topologie antidiscretă Nu, nu există Fie Ac A Dacă A nu este închis, atunci ip de mapare: A -> Rn nu este închis Dacă A = Rn, atunci există un homeomorfism Rn -> {x e I x, > } Dacă A este închis, dar nu este mărginit, atunci luăm x A și luăm în considerare inversarea față de acest punct Utilizați F: subseturile închise ale unui subspațiu închis sunt închise în spațiul înconjurător h Fie p: Rn -> K norma Din inegalitate p(^) |p(e^) = xn rezultă că p este continuu la zero (aici {eA este o bază a lui Rn) Arătați că p este continuă în orice alt punct ora Deoarece sfera este compactă, există numere c, C > astfel încât c[x| p(x) С|x|, unde | • | este norma euclidiană obișnuită Apoi, utilizați GBP Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri , X Desigur că nu! h Să considerăm o acoperire a spațiului X de vecinătăți pe care f este mărginit Corolarul evident E După lema lui Zorn, există o mulțime maximă ale cărei distanțe între puncte sunt de cel puțin e; va fi rețeaua electronică necesară , x Bilele închise ale spațiului £°° sunt necompacte Într-adevăr, luați în considerare șirul {en}, unde en este ort Care sunt distanțele pe perechi dintre aceste puncte? , x Acest set este compact deoarece setul A = {x € £°° I |gp| fc} este setul său de ^ , x Nu, nu există Demonstrați că, dacă E este un subspațiu de dimensiuni finite al spațiului normat (X p), x E și y E este cel mai apropiat punct al lui E de x, atunci punctul x = η este astfel încât p(x - z) ( aceasta este așa-numita lemă pe perpendiculară) Folosind-o, se poate construi prin inducție o secvență xn X astfel încât p(xn) = , p(xn - xk) ca k Este clar că nu are o subsecvență convergentă , x Vezi -Ux , x Dacă x = a + aiP + • ■ - și y = a + agr + + acck, atunci p(x, y) ^)p~k~' , x Da, este Pentru a o demonstra, folosiți următoarea afirmație: dacă x = a + bcp + , y = bo + bgr + și p(x, y) Pn, care ia un set de puncte în carcasa sa convexă, este surjectivă și continuă, de unde rezultă că mulțimea Pn este compactă , Sx Folosiți faptul că mulțimea Pn este compactă și aria este o funcție continuă S' Pn -> K h Este suficient să arătăm că, dacă poligonul P c D nu este regulat, atunci există un poligon P' C D astfel încât perimetrul său Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri nu depășește p, iar aria sa este mai mare decât aria poligonului P sau astfel încât perimetrul său este mai mic decât p, iar aria sa nu depășește aria lui P ) În primul rând, este convenabil să presupunem că P (precum și F') conține centrul cercului D ) Dacă P are două laturi adiacente ale căror lungimi sunt diferite, atunci este ușor să construiți un poligon de aceeași zonă și perimetru mai mic ) Dacă toate laturile lui P au aceeași lungime, dar unghiurile sale sunt diferite, atunci din nou putem construi cu ușurință un poligon cu o suprafață mai mare și un perimetru mai mic h Ca și în -Them, luați în considerare metrica Hausdorff , x Se consideră o succesiune de poligoane regulate de perimetru p cu un număr tot mai mare de vârfuri Arătați că această secvență nu are limită în spațiul Px În plus, nu are o subsecvență convergentă În consecință, spațiul Px nu este nici măcar secvenţial compact h Din nou, ca și în , x și , x, se poate lua în considerare metrica Hausdorff , x În virtutea N, este suficient să arătăm că: ) pentru fiecare (suficient de mic) E > , există o E-net compactă în spațiul P și ) spațiul P este complet Deci, ) o astfel de rețea este spațiul Pn pentru n suficient de mare (Ce rețele s finite puteți sugera?) ) Fie Ki,K ,- şirul Cauchy a spaţiului P Să se arate că K" = СіuГ=і ALp Ki este o mulţime convexă şi Ki -> Kt ca i -> oo ora Urmează de la x și continuitatea zonei (Compară cu : ) ora Similar cu soluția problemei Cr, este suficient să arătăm că putem crește aria unei mulțimi compacte X, alta decât un cerc, fără a-i crește perimetrul ) Luați în considerare punctele A, B £ FrX, care împart FrX în două arce de lungime egală ) Segmentul AB împarte mulțimea X în două părți, X} și X Să presupunem că aria Xt nu este mai mică decât aria X Dacă înlocuim X cu imaginea în oglindă a lui X' , nu vom reduce aria setului Deoarece X\ nu este un semicerc, există un punct C E X, FrX, astfel încât A ACB / mr/ , astfel încât să putem crește aria mulțimii , x Evident , x Toate cu excepția Q , x Fie A = (J~ (~-ț; B = { } Mulțimile An B sunt compacte local, dar punctul ∈ A U B nu are o vecinătate cu închidere compactă (în A U B) , x Vezi Lx , x Acest lucru este evident, deoarece dacă o mulțime deschisă U intersectează A £ Γ, atunci U intersectează C A , x Corolarul direct al Aserției Qx , x Utilizați , x Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri Fie X un spațiu compact local Apoi X are o bază formată din seturi deschise cu închidere compactă În virtutea teoremei lui Lindelöf, din această bază (care este o acoperire deschisă a lui X) se poate evidenția o subcopertă numărabilă a spațiului X Rămâne să folosim Aserția Xx Dovada este analogă cu un fapt similar de compactitate , x Evident (Tot ce trebuie să faceți este să vă amintiți definițiile ) , % Să considerăm învelișul Γ' = {X × F, Ua} al spațiului X Fie {Va} un înveliș local finit înscris în Γ' Atunci D = {Va | Va F / } este o acoperire a mulțimii F Punem W = Uv "gA K"- Deoarece capacul D este local finit, mulțimea K = Uv " a C Va este închisă În consecință, W și X x K sunt vecinătățile dorite ale mulțimilor F și M h Urmează direct de la x (sau x) , x Urmează imediat de la , % h Deoarece X este Hausdorff și local compact, fiecare punct x e Ua e Γ are o vecinătate Vax a cărei închidere este compactă și conținută în Ua Deoarece X este și paracompact, are o acoperire local finită D înscrisă în {Vk^}, ceea ce trebuia demonstrat h Raționamentul se bazează pe lema lui Zorn Să considerăm mulțimea Xi a tuturor învelișurilor deschise ∆ ale spațiului X astfel încât pentru fiecare V ∈ ∆ este adevărat că V & Γ sau C V este conținut într-un element al acoperirii Γ Să asociem cu fiecare acoperire ∆ ∈ Xt submulțimea Ad = {Va | C Va c Ua} C C G Să introducem o ordine pe mulţimea Xi, presupunând că A D' dacă Ad c Ad/ şi Va = pentru fiecare a E Ad Se poate dovedi că această mulțime conține cel mai mare element Do, în timp ce Ad este întregul set de indici Γ, deci Do este acoperirea dorită ora Aproape evident prY \ B) \u d X x B Avem: rgy (Ty P (A x Y)) = rgy ({(a;, f(x)) | x & X} P (A x Y)) = = PrY ({(n, /O)) I % € A}) = {/(a;) I x e A} = f(A) Demonstrați singur a doua identitate Într-adevăr, (A x B) C D = {(a;, y) |a; A, y&B, x = y} = {(a;, a?) [ac G e An c} prxig/ (%, Da;)) x Într-adevăr, f(xi) = f(x ), când prY(x , f(x )) În mod evident rezultă din egalitatea T(x, /(a;)) = (/(a;), a;) = Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri Folosește formula (A x B) P W = (A x B) P (J Ua x Va = A \u d (J ((A x B) P (Ba x u) \u d u ((L p UJ x (U P K)) a a Utilizați a treia formulă de la A: X x Y x A x B = ((X x A) x Y) U (X x (Y \ B)) Ca de obicei, verificăm două incluziuni I C I Utilizați Eu E I Da, așa e I E I Este evident I C I A și y € Int B, deci z Int A x x Int B Desigur că nu! De exemplu, limita pătratului I хісй este conturul acestui pătrat, în timp ce produsul Fr I x Fr I este format din patru puncte Nu, nu este adevărat: se consideră mulțimea (- ; ) x (- ; ) cu R Dreapta Dacă mulțimile A și B sunt închise, atunci EgA = A\In AuEgB = B x Int B Mulțimea A x B este de asemenea închisă, prin urmare Fr(A x B) = A x B \ Int(A x B) = A x B x Int A x Int B = = ((AxInt A) x B) U (A x (BxIntB)) = (ErA x B) U (A x FrB) Avem: Fr (A x B) \u d C (A x B) \ Int (A x B) \u d (CI A x C B) x (Int A x Int B) \u d = ((ClAxIntA)) x C B) și (C A x (CIBxIntB)) = \u d (Fr A x C B) U (C A x FrB) \u d \u d (Fr A x (B U FrB)) U ((A U Fr A) x FrB) \u d \u d (Fr A x B) U (Fr A x FrB) U (A x FrB) Este suficient să arătăm că fiecare mulțime elementară din topologia unui produs este o uniune de mulțimi de un anumit tip Într-adevăr, t/xV = (JC axU^=U^"x^ a a, eu =>| Contracția rx |Γ/ este o bijecție continuă Afișaj invers Maparea X -> Γ^: x i -► (x,/(x)) este continuă dacă maparea y X -> -> X x Y: x n-► (x, /(x)) este continuă, care are loc în virtutea egalității q-y x = f~ (y') eu Atunci decurge imediat din inegalitatea triunghiului acea p(Be/ (a;i) x Be/ (x )') C (d - r; d + e) Faceți o verificare directă I => I Fie (x, y) D Atunci x ^ y, deci au vecinătăți care nu se intersectează: Ux Γ) Vy = Atunci (Ux х V^) Γ) Δ = în virtutea lui , , astfel , Ux x Vy C X x X x D Prin urmare, mulțimea (X x X) x D este deschisă și D, prin urmare, este închisă [ Y este o mapare închisă În consecință, restricția sa prx |r: Γ -* X este și ea închisă (vezi ), în virtutea lui este un homeomorfism, deci din rezultă că harta f este continuă Sau într-un alt mod: folosiți și egalitatea / (F) = = rx(G/P(X xF)) Da, semnificativ Luați în considerare maparea m(tm) la x = , K -> R: x b-► } homeomorf SL(ri) x ( ;+oo) Homeomorfismul necesar se asociază cu matricea Un € GL+(n) este o pereche formată din matrice Det A A și numerele det A Existența unui astfel de homeomorfism este direct legată de existența cuaternionilor (vezi ultima secțiune din § ), așa că vom folosi și proprietățile cuaternionilor în demonstrație Lăsa ,Ж ,Ж з} - patru cuaternioni unitare perpendiculare, care definesc punctul ( ) Homeomorfismul dorit atribuie acestui cvadruplu o pereche formată din cuaternionul unitar x S și un triplu (Qo rxr, Xc m , xo ^ } vectori perpendiculari perechi ai spațiului R , care definește elementul ( ) avertizează că, de exemplu, ( ) x ( ) nu este homeomorf! Maparea pr atribuie fiecărui punct elementul partiției care îl conține (considerat ca element al setului de factori), prin urmare preimaginea pr^ (punctul) = pr~'(p(x)) este elementul partiției conţinând punctul x&X Fie X/ q = {a, b, c}, unde p (a) = [ ; |], p ( ) = (|; |], p (c) = (|; ) Atunci PL/h = { , {c}, {b, c}, {a, b, c} } - Toate elementele acestei partiții sunt deschise în X din set mi Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri Fie X = N x I, unul dintre elementele partiției S este mulțimea N x , iar restul elementelor sale sunt mulțimi de un punct Fie pr(N x ) = m, e X/S Să demonstrăm că nu există o bază numărabilă în punctul x* Vom dovedi prin contradicție Să presupunem că {SD} este baza numărabilă în acest moment Fiecare dintre mulțimile pr (Uk) este deschisă în X și conține fiecare dintre punctele xn = (n, ) ∈ X Pentru fiecare dintre aceste puncte, există o mulțime Vn deschisă în X astfel încât xn ЕVn ⊂ pr (Fn ) Rămâne de observat că mulțimea W = pr(uVn) este o vecinătate a punctului xn care nu conține niciuna dintre vecinătățile Un ale acestui punct, ceea ce contrazice presupunerea Pentru orice multime deschisa U din X/g, imaginea sa (f/g)(U) = /(pr (C )) este deschisa, deoarece coincide cu imaginea multimii deschise pr (F) sub o harta deschisa f , x eu =>| Dacă F este o mulțime închisă în X, atunci pr (pr(F)) este o saturație a mulțimii F Prin presupunere, este închisă, prin urmare, mulțimea pr(F) este închisă [ I x I curba Peano, i e surjecție continuă Apoi, factorul injectiv al mapării u și u va fi un homeomorfism al unui spațiu coeficient al segmentului pe pătrat Fie S o partiție a unui subspațiu A în A A B și mulțimi de un punct formate din punctele xpX\B = A\B, nT o partiție a lui X în B și submulțimi de un punct ale lui X x B Includerea A~> X induce o mapare continuă a factorului ip/ (, ?, r): A/dp^g X/g, care este o bijecție continuă Rămâne de demonstrat că această bijecție este deschisă Să considerăm o mulțime deschisă U ⊂ A/d q c și preimaginea sa V ⊂ A în raport cu proiecția Dacă V Γ\B = , atunci IV = V este deschis în X, deoarece mulțimile A și B formează o acoperire fundamentală a spațiului X Dacă V C\ B , atunci VeAnB și astfel mulțimea W = VU B este deschis în X În orice caz, W este o mulțime deschisă saturată față de partiția T, deci imaginea sa în X/q este și ea deschisă, ceea ce coincide cu (in/(q, q))(B) Luați în considerare maparea f'■ II ■ X x, ' Pentru: - £€[ ;|], x e [|; ] și să se demonstreze că S(f) este o partiție dată Astfel, f/g(f): I/S(f) - = I Ce mapare ar trebui luată pentru a demonstra a doua afirmație? Se consideră funcția ip: R+ K+ egal cu pentru te [ ; ] și egal cu i - ca t , iar maparea f: R -> R , unde f(x, y) = (^~^-x, aici, ca înainte, r = y/x + y Prin construcție, R /q = R /S'(/)- Maparea f/g(f) este o bijecție continuă Pentru a stabili că este un homeomorfism, ar trebui să folosiți afirmația R și alte spații, folosiți construcțiile descrise în soluţiile problemelor - Notăm cu S împărțirea spațiului X în mulțimea A și submulțimile de un punct ale complementului său X x A Fie T împărțirea lui Y în f(A) și punctele Y x f(A) Să se arate că f/(g, T) ~~ homeomorfism Nu, aceste spații nu sunt homeomorfe; în spațiul R /a nu este satisfăcută prima axiomă de numărare (cf ) Partiția S(p), unde p: S -► S ⊂ C: z L -► r , coincide cu partiția dată, deci S /g = S În primul caz, luați în considerare maparea p(z) = z Avertisment: spațiul coeficient Dn nu este homeomorf cu Dn\ Luați în considerare maparea f: K -> S : x (coz mma;, sm ma;) Este clar că x ~ y f(x) = f(y), astfel, împărțirea lui S(f) coincide cu cea dată Din păcate, linia K nu este compactă, așa că nu putem pur și simplu Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri consultați Teorema X Demonstrați că, totuși, acest spațiu coeficient este compact Spațiul coeficient al unui cilindru față de relația de echivalență (x, p) ~ (y, q), dacă x + y = , p = -q (aici x, y& [ ; ], p, q e S ), este homeomorf cu banda Möbius Ar trebui utilizată tranzitivitatea de factorizare (teorema H) Fie S o partiție a unui pătrat în perechi de puncte ale laturilor sale verticale situate pe aceeași linie orizontală; toate celelalte elemente ale partiției sunt un punct Obținem că spațiul coeficient I /g este homeomorf la un cilindru Fie acum S' o partiție a cilindrului în perechi de puncte ale bazelor sale, simetrice față de o dreaptă paralelă cu bazele cilindrului și care intersectează axa de simetrie a acestuia; restul elementelor sunt cu un singur punct Apoi T, împărțirea pătratului în pre-imagini sub maparea p: I - pentru I /g pre-imagini ale elementului de partiție S' - coincide cu partiția al cărei spațiu coeficient este sticla Klein Prima afirmație rezultă din faptul că se deschide topologia indusă pe imaginea ipd(Xg) are forma {(x,/ ) | x € U], unde U este o mulțime deschisă în spațiul Xg, deci ab(inj ): Xg -> ipDXD este un homeomorfism Mai mult, fiecare dintre aceste imagini este deschisă în suma spațiilor (deoarece fiecare dintre pre-imaginile sale de sub iiiia este fie goală, fie egală cu Xg), prin urmare, este închisă Se transferă axiomele separabilității și prima axiomă a numărabilității Pentru separabilitate sau existența unei baze numărabile, setul de indici trebuie să fie numărabil Spațiul | JagA Xa este deconectat dacă numărul de termeni este mai mare de unu Va fi compact dacă numărul de termeni este finit și fiecare dintre spațiile considerate este compact Injectivitatea compoziției cp = pr o in rezultă din faptul că fiecare element al partiției din Xr U X conține cel mult un punct din in (X ) Continuitatea sa este evidentă Luați în considerare un set deschis U cu X Setul uni(A'i) U iii (C ) este deschis în L'i UX și este saturat, deci imaginea sa W este deschisă în X U /Xi Deoarece intersecția W A />(X ) = cp(U) este deschisă în ?(X ), rezultă că cp este o încorporare topologică Deci Y = {z*} Punem X' = XU {z*} și A' = A U {z*} Este clar că factorul g: X/A X'/A' al injecției în: X -> X' este o bijecție continuă Demonstrați că q este deschis Să tăiem pătratul așa cum se arată în figură Prin lipirea laturilor ai și i, a și , obținem două benzi Möbius, care trebuie lipite în jurul circumferinței Luați în considerare maparea (idsi xg +) U (idsi xg ): (S "x I) U (S" x I) -a S x S , unde i± sunt înglobările segmentului I în S ca semicercul superior și, respectiv, inferior Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri Vezi M și Dacă un pătrat al cărui spațiu coeficient este o sticlă Klein este tăiat de un segment vertical în două dreptunghiuri, atunci după lipirea laturilor sale orizontale obținem doi cilindri Fie S = {(zi, z ) | |zi| + |z | = } C C Submulțimea acestei sfere, definită de ecuația |zi| = |z [, constă din toate perechile (zi,z ) astfel încât |zi| = |z [ = -^=, deci este un tor Acum considerăm submulțimea Tlt dată de inegalitatea |zj| I, deci este o funcție (strict) monotonă Să presupunem că funcția f este crescătoare, în special, /( ) = și /( ) = Să arătăm că există un homeomorfism h: I - y I astfel încât h(Q, x') = x și h (l,x) = ( , /(x)) pentru toate x & I Pentru a face acest lucru, împărțim pătratul cu diagonalele sale în patru părți și determinăm h pe triunghiul dreptunghic folosind formula Pe celelalte trei triunghiuri, h este identic Este clar că sub homeomorfismul indicat elementul {( , x), ( , x)} al partiției trece la elementul {( , x), ( , f(x))}, ceea ce înseamnă că există o bijecție continuă a cilindrului (deci, homeomorfism) pe rezultatul lipirii unui pătrat prin intermediul unui homeomorfism q al laturilor sale verticale Dacă funcția f este descrescătoare, atunci, argumentând într-un mod similar, obținem că rezultatul lipirii este o bandă Möbius sticla Thor și Klein; raționamentul este analog cu Arătați că orice homeomorfism al cercului limită al unei benzi Möbius poate fi extins la un homeomorfism al întregii benzi Möbius Vezi Arătați că orice autohomeomorfism al cercului limită al unui mâner poate fi extins la un autohomeomorfism al întregului mâner (Comparați cu problema În rezolvarea ambelor probleme, este util să folosiți următorul fapt: orice autohomeomorfism al cercului exterior al unui inel poate fi extins la un autohomeomorfism al întregului inel, care ar fi fixat pe cercul interior sau ar specifica simetria sa axială ) Vezi soluțiile la problemele și Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri Putem presupune că găurile sunt împărțite în perechi de găuri "închise" conectate prin "tuburi" (Comparați soluția problemei V ) Împreună cu cercul care înconjoară o astfel de pereche, fiecare tub formează un mâner sau o sticlă Klein cu o gaură Dacă toate tuburile formează mânere, atunci avem o sferă cu mânere În caz contrar, transformăm toate mânerele în sticle Klein cu găuri (vezi soluția problemei V) și avem o sferă cu pelicule Există o corespondență naturală unu-la-unu între liniile drepte din plan, dată de o ecuație de forma ax + bu + c = , și punctele (a: : c) ale spațiului RP În acest caz, complementul imaginii setului de toate liniile este setul format dintr-un singur punct ( : : ) IX Da, este Numărul a se împarte întotdeauna (chiar împarte ) În plus, dacă a împarte b și b împarte c, atunci a împarte c - x a~b, când a = ± b - x Afirmația este evidentă, deoarece includerea lui A cu C B are loc atunci când C A cu C B IX Evident , x Asociând fiecărui punct y € Y maparea constantă fy a cărei imagine este acest punct, obținem injecția Y ->■ C(X,Y) , x Corespondența f -► / ( ) definește o bijecție C(X, Y)-y Qx- , x Deoarece topologia în spațiul X este discretă, orice mapare f: X -> Y este continuă Dacă X = {x,,x , ■ ■ ■ ,xn}, atunci maparea f este determinată în mod unic de mulțimea {/(^i), , f(xn)} ∈ Yn , x Setul X este format din două componente conectate IX Este clar (demonstrați acest lucru) că structurile topologice C(I,T) și C ( , ) nu , x Să identificăm Y cu Const(A', Y) prin intermediul unei hărți care asociază punctul y cu harta constantă fv: x y Să luăm în considerare intersecțiile mulțimilor din prebază cu imaginea spațiului Y sub maparea indicată Avem W(x, U) Const(X, Y) = U, ceea ce înseamnă că intersecția cu Y a oricărei mulțimi de prebază din topologia convergenței punctuale este deschisă în Y Dimpotrivă, pentru orice mulțime U deschisă în Y și pentru orice punct x e X, egalitatea U = W(x, U) O Const(X, Y) este satisfăcută Același raționament este valabil și în cazul topologiei compact-deschis , x Maparea f -► (f(x ),f(x ), ,f(xn)) mapează multimea prebază ІУ(а;і, f/і) ОІУ(х , U ) О О W (xn, Un) în setul de bază Y, x xU x xUn al topologiei produsului În sfârșit, este clar că dacă spațiul X este finit, atunci topologiile ,CO(X, Y) și Q,pw(X, Y) coincid Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri , x P=Z Utilizați Tx | C( , X) definită prin formula =h(t, s) este continuă Astfel, oricare două căi din spațiul X sunt conectate printr-o cale în spațiul căilor, ceea ce înseamnă că spațiul C(I, X) este conectat Ei Spațiul C^pw\ , ) nu este compact, deoarece șirul de funcții fn(x) - %n nu are punct de acumulare în ea Aceeași succesiune nu are puncte limită în C( , ), și, prin urmare, nici acest spațiu nu este compact Lăsa d"(f,g) = max{|/(x) - #(x)| I x [-n; n]}, n N Sa punem d(f o) = V U ^^ + dn(f,g)y Este ușor de demonstrat că d este o metrică Să se arate că topologia indusă de aceasta este compact deschisă h Dovada este similară cu cea a Aserției x Este necesar doar să rețineți că, deoarece, în mod evident, X = (J~i Int m Pentru orice mulțime compactă K cu X, există n astfel încât K C Xn IX Rețineți că: ) / (x, y) = w(x, a(y)); ) a(x) = / ( , x) și w(x, y) = / (x, cy(yY) I =>| Maparea este continuă ca o compoziție de mapări continue în virtutea egalitate ) I x" este suficient să se verifice că acestea sunt date de funcții continue Dacă x = a + ib și y = c + id, atunci xy \u d (ac - bd) + i (ad + bc), prin urmare, înmulțirea este dată de funcția (a, b c, d) b-► (ac - bd, ad + bc), care este evident continuu Trecerea la elementul invers este data si de functia continua (pe R x ) (a, b) (a "b ' ~ a b ) ■ , x Da, ei sunt Utilizați ideea de raționament de la soluția problemei , x , x Luați, de exemplu, topologia din problema Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri , x Orice două grupuri finite neizomorfe (în sens algebric) constând din același număr de elemente dotate cu o topologie discretă Un exemplu mai interesant: grupul topologic GL+( ,R) al matricilor inversabile x cu determinant pozitiv este homeomorf la S x Cu toate acestea, primul dintre ei este non-abelian, în timp ce al doilea este abelian Da Da, corect Ei Aserțiunea rezultă din egalitățile UV = U^gv Ux și VU = U^gv XU în virtutea Ex Nu, nu va fi Dacă U = { } și V = ( ; ) K, atunci U + V = V Un contraexemplu în care ambele mulțimi sunt închise este dat în x , x Primele doua Demonstrați că al treilea subgrup este dens peste tot și nu coincide cu el (fie doar pentru că este numărabil, oh nu) h Din Ix rezultă că există o vecinătate V de unitate astfel încât V'V ⊂ Y, iar prin Hx există o vecinătate simetrică de unitate astfel încât V ⊂ V Prin urmare, V V CV'V CU Să argumentăm prin inducție Dacă Vp este o vecinătate simetrică de unitate astfel încât Y(tm)- C V , atunci V(tm) = C V V C U (rețineți că VV C V) h Este clar că H = (J^°= Un este o mulțime deschisă; este de asemenea închisă, se va dovedi în , x h Fie N intersecția tuturor vecinătăților unității Deoarece grupul G este finit, N este o vecinătate a identității Din Hx și x rezultă că Y = Y- și Y = Y, prin urmare Y este un subgrup Din construcția lui Y rezultă că Y C gNg- pentru orice element g eG Deoarece ambele mulțimi conțin același număr de elemente, atunci Y = gNg~], deci Y este un subgrup normal Mulțimea unui element {Y} este o bază la identitate, deci mulțimea {gN I de G} este baza topologiei pe grupul G , x eu =>| Evident [ I Evident [ | Evident | S"- atribuie fiecărei baze ultimul său vector Imaginea inversă a fiecărui punct x S"- este setul corect față de subgrupul SO(n - ) (demonstrați acest lucru) Este clar că harta p este continuă Factorul său este bijecția continuă p: SO(n)/SO(n - ) -> S"- Deoarece SO(n) este compact și S"- este Hausdorff, p este un homeomorfism , x Compactitatea grupurilor SO(n), U(n), SU(n), Sp(n) rezultă din faptul că sunt submulțimi închise și mărginite în spațiul matriceal corespunzător Legătura grupurilor SO(n) este dovedită prin inducție folosind x Rețineți că grupul SO( ) = S este conectat Pentru a verifica dacă U(n), SU\n) și Sp(n) sunt conectate, formulați și demonstrați o afirmație similară cu x Grupul O(n) are două componente: SO(n) și complementul său (singura cosetă netrivială a subgrupului SO(n)) Pentru p> , q> , grupul O(p, q) are componente Demonstrați prin inducție pe p și q folosind afirmațiile Gx și Ox h Vezi soluția problemei x h Fie H un subgrup normal discret, h&H Să considerăm imaginea grupului G sub maparea de conjugare g -► ghg~' Deoarece H este normal, această imagine se află în ; având în vedere conexiunea grupului G și caracterul discret al topologiei pe H, acesta constă dintr-un singur punct Deoarece h este imaginea identității, rezultă că ghg~' = h pentru toate g&G Astfel, elementul h comută cu toate elementele grupului G , x Luați în considerare maparea standard (vezi Tx) și un interval deschis în K care conține și | , x Fie f: U -> V un homeomorfism al unei vecinătăți U a identității grupului G pe o vecinătate a identității grupului H astfel încât f(xy) = f(x)f(y) pentru tot x yEU În virtutea IX, există o vecinătate U a identității grupului G astfel încât U ⊂ U Deoarece U ⊂ U, atunci f(xy) = f(x)f(y) pentru tot x, y ∈ U astfel încât xy e U Se pune V = f(U) și se consideră z, t € V, astfel încât zt (= V Atunci z = f(x) și t = f(y), unde x, y ∈ U, deci xy U, deci f(xy) = f(%)f(y) = zt Astfel x = / (z), z/=/ (t), deci / (z) / ( t) = xy = f^țzt) Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri h Urmează de la -Px, deoarece proiecția pa: G x H G este o mapare deschisă h Prima afirmație este evidentă, deoarece maparea indicată este restricția mapării continue G x G - y G: (x, y) n-► xy Pentru a construi exemplul necesar, fie G = K, A = Q, iar grupul B să fie generat de elementele h £ Q ale bazei Hamel a spațiului K (baza lui K considerată ca spațiu vectorial peste Q) Deoarece spațiul A x B nu este conectat, nu poate fi homeomorf cu K h Izomorfismul S° x este dat de regula (s, r) b-► rs h Inlocuiti in rezolvarea problemei - x S° cu S h Înlocuiți în soluția problemei , x ° cu S h Afirmația este evidentă, deoarece sfera tridimensională este conectată, dar colonul nu este Totuși, subgrupul S° = { , - } nu este un factor direct al grupului S = {z e H I |z| = } chiar în sens algebric Pentru demonstrație, folosiți faptul că r = y = k = - h Acesta este grupul de factori S /S° (vezi x) , x În cazurile ) și ) maparea G -* HosheoA" este continuă (vezi soluția Gx) Totuși, dacă solicităm ca setul Homeo X să fie un grup topologic, sunt necesare condiții suplimentare, cum ar fi Hausdorffness și compactitatea locală, de exemplu , x Este clar că unghiurile unui astfel de triunghi trebuie să fie egale cu mr/n, n & N În realitate, există doar două soluții: (mr/ , mr/ r/ ) și (rr/ r/) , r/ ) , x Se consideră fluxul irațional ( x )) sau acțiunea grupului Z + y/ Z cu topologie discretă pe K prin deplasări În acest din urmă caz G = G/Gx, dar grupul G(x) nu este discret (cf x) , x Dacă A este o mulțime compactă, atunci orbita sa G(A) este compactă ca imaginea mulțimii compacte G x A sub maparea continuă G x X -> X Să presupunem că mulțimea A este închisă și să considerăm o orbită G( x) care nu se află în G(A) Pentru fiecare element g & G luăm o vecinătate U(q) a punctului x GX și o vecinătate V(q') a elementului q & G, astfel încât mulțimea V(q)u(q) să nu intersecteze G (A) Datorită compactității lui G, există o astfel de colecție finită de elemente u ∈ G încât mulțimile V(gk) formează o acoperire a grupului G Saturația mulțimii QU(g^) este o vecinătate a orbitei G (x) care nu intersectează mulțimea G(A) Astfel G(A) este închis , x Există doar două orbite diferite: { } și (r)\ Subgrupurile izotrope corespunzătoare sunt G și Spațiul orbital este format din două puncte, de exemplu, { , }, unde mulțimea { } este deschisă , x Spațiul orbitelor este homeomorf pentru acest triunghi în sine, iar homeomorfismul este indus de încorporarea lui în R (care este astfel o secțiune continuă pentru harta de factorizare) Grupul G este descris în soluția problemei x Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri , x Folosim tranzitivitatea factorizării și înlocuim spațiul orbitelor R /G cu rezultatul lipirii unirii a două triunghiuri cu o latură comună de-a lungul celor două perechi de laturi rămase prin intermediul simetriei axiale Ca rezultat, obținem un spațiu homeomorf la S (mai precis, o "pernă") Grupul G este un produs direct C x C, unde C = Z * Z , H este subgrupul său format din elemente de grade pare , x Două puncte aparțin aceleiași orbite dacă modulele coordonatelor lor omogene sunt proporționale Cu alte cuvinte, există o corespondență unu-la-unu între orbitele și razele care ies de la origine și care se află în primul orthant R"+ = {(a^, ■ ■ ■, zn+i) I )} Subgrupurile izotrope sunt tori coordonate de dimensiune inferioară Deoarece factorizarea este tranzitivă, spațiul orbitelor este homeomorf la proiectivizarea R"+ /K+ a primului orthant, adică la un simplex n-dimensional , x Două puncte aparțin aceleiași orbite dacă valorile polinoamelor simetrice elementare în coordonatele lor coincid Prin urmare, cel puțin din punct de vedere teoretic al mulțimilor, formulele lui Vieta identifică fiecare orbită cu mulțimea tuturor polinoamelor unitare de grad n, care este Cn Deoarece ambele spații sunt compacte local și grupul G = Symm(n) este finit (deci compact), atunci X/G = Cn , x Două astfel de matrici aparțin aceleiași orbite dacă au același set de numere proprii (ținând cont de multiplicitățile lor) Prin urmare, din punct de vedere teoretic al mulțimilor, atribuind orbitei un set de valori proprii matriceale dispuse în ordine descrescătoare, Ai > A > Az, obținem o corespondență unu-la-unu între spațiul orbitelor și submulțimea R dată de inegalitățile indicate și ecuația Ai + A + A = Întrucât maparea dată are o secțiune continuă - o asociere cu o astfel de mulțime de matrice diagonală - spațiul orbitelor AC/G este homeomorf față de cea specificată submulțimea lui R , care este o regiune plată delimitată de două raze, unghiul dintre care este egal cu n/ Pentru orice punct din acest domeniu, subgrupul izotrop este izomorf cu Z (r) Z Pentru punctele interioare ale razelor de limită, normalizatorul grupului ( ) este un subgrup izotrop, iar orbitele sunt homeomorfe la planul proiectiv Dacă Ai = A = A = , atunci orbita este un punct, iar grupul său izotrop este întregul grup S ( ) Ei Sfera Sn ⊂ Rn+ ( n ⊂ Cn) este un G-spatiu Hausdorff omogen asupra caruia actioneaza in mod natural grupul G = O(n + ) (respectiv, G = U(n)) Pentru fiecare punct x Sn (respectiv x & "- ) subgrupul izotrop corespunzător este grupul O(n) C O(n + ) (respectiv U(n - ) C U(n)) Rămâne de aplicat Declarația Mx Acțiunea grupului O(n + ) (a grupului U(n)) descris mai sus se transferă la RP" (respectiv, CRP ' ) n) x ( ) (respectiv, U(n - ) ) x U( )) Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri , Sx Ca si in cazul Problemei Lor, afirmatia decurge din reprezentarea sferei S "" cu Hn ca un G-spatiu omogen cu grupul G = Sp(n) h Torusul este homeomorf față de spațiul coeficientului (în acest caz, grupul de coeficient) R /H al planului în raport cu rețeaua întregă H = Z ⊂ R aflată în el Pentru a obține o sticlă Klein în mod similar, este suficient să adăugați la grupul H simetriile axiale (x, y) n-► ( - x, y) h ) Spațiul colecțiilor de n linii ortogonale perechi în Rn ) Varietatea Grassmann a planurilor fc-dimensionale în K ) Varietatea Grassmann a planurilor fc-dimensionale orientate în Rn ) Varietatea Stiefel a cadrelor ortonormale (n - fc)-Mepnbix în Rn , x Profitați de faptul că produsul spațiilor omogene este un spațiu omogen Pe de altă parte, acest produs este izomorf față de spațiul planurilor bidimensionale orientate din R (încercați să o demonstrați!) h Prin definiția sa, grupul SO(ri, ) acționează tranzitiv asupra cvadricii din R" + dată de ecuația - Xg + + x = Pentru fiecare punct pe această cvadrică, subgrupul izotrop corespunzător este imaginea lui SO(n') sub încorporarea sa standard în SO(n, ) În virtutea lui Mx, spațiul orbitelor este homeomorf la cuadricul indicat, astfel, este homeomorf la unirea disjunsă a două n-bile deschise Pentru orice cartografiere continuă f- X -> I harta H: H(x, t) = ( - t)f(x) este o homotopie între f și harta constantă h : x -> I => I Fie f , D : ZX hărți constante, x = fo(Z') și x} = fi(Z) ^> H(z, t) conectează x cu x^ Prin urmare, aceste puncte se află în aceeași componentă legată de drum a spațiului X t) = u(t) definește o homotopie H: Z x x I -> • X între /o și D Să considerăm o hartă arbitrară f:I -iY și să arătăm că este homotopică la zero Într-adevăr, dacă H(s, t) = /(s(l - t)), atunci H(s, ) = /(s) și H(s, ) = /( ) Luați în considerare două mapări continue f,y I -> Y Să arătăm că dacă f(/) și g(Γ) se află în aceeași componentă legată de drum a spațiului Y, atunci aceste hărți sunt homotopice Fiecare dintre mapările f și g este homotopică la zero și, prin urmare, sunt homotopice datorită tranzitivității relației de homotopie și a rezultatului problemei Pentru a completa imaginea, prezentăm în mod explicit homotopia care conectează f și q: Г /(s(l - t)) la t e [O; |], H(s, t) = X o mapare continuă Dacă a este centrul mulțimii C, atunci homotopia necesară H' C x I -> X este definit prin formula H(c, t) = /(ta + ( - t)c) Spațiul X este legat de cale Folosiți afirmația F și faptul că punctul Sn x = Rn Dacă calea u: I -* Rn x leagă x = /( ) cu punctul y = p( ), atunci definește o homotopie între / și g, deoarece x = Luați în considerare mapările / și g definite de formulele /( ) = - , g( ) = Ele nu sunt homotopice, deoarece punctele și - se află în diferite componente legate de căi ale spațiului R\ Dacă n > , atunci există exact o clasă de homotopie Pentru n = există (fc + l)m astfel de clase Deoarece pentru orice punct xEX și orice număr t € I inegalitatea I(i - i)Y(^) + - /(*))I > / ) I - IsO) - /HI > o, atunci imaginea homotopiei rectilinie care unește f și q se află în ? \ prin urmare aceste hărți sunt homotopice Pentru simplitate, vom presupune că coeficienții la cel mai înalt grad al polinoamelor p și q sunt egali cu Folosiți pentru a arăta că mapările date de polinomul p(z) de gradul n și monomul zn sunt homotopice Homotopia dorită este dată de formula H(x O = ^-f)fH+tg(x) ( ' ||(lt)/(T)+tp(T)|r Gândiți-vă de ce avem nevoie de condiția |/(m) - q(t)| І Pentru concizie, punem a = (uv)w si / = u(dw); prin presupunerea a( s) = /?(s) pentru tot s ∈ [ ; ] În demonstrația Aserției F , o funcție X, deci a(s) = a'(pn(s)) -> a( ) = x pentru toate s [ , ), deci a(s) = x pentru toate s € [ ; ) Prin urmare, u [ ; ] este o bijecție Să introducem în [ ; ] următoarea relație de echivalență: x ~ y dacă există n, k € N astfel încât x = și y = a(ipn(s)) Fie X spaţiul coeficient al segmentului [ , ] faţă de această relaţie Pentru căile u' = pr ou, v' = pr ow şi w' = pr ow, exact egalitatea (u'v')w' = u'(y'w') este valabilă Dacă u(s) = eau(s), atunci u(e) = A u( s - ) pentru s e [ ; ], pentru s e ] Astfel, u(s) = a pentru toate s & [ ; În plus, dacă s & , atunci s - € e[ ; , de unde rezultă că u(s) = u( s - ) = a și pentru toate s & |] Argumentând în continuare într-un mod similar, ca rezultat obținem că u(s) = а pentru toate s € [ ; ) Dacă nu sunt impuse condiții spațiului X, atunci este foarte posibil ca u( ) = xa (arătați asta) Și arătați că din condiția problemei rezultă că u( ) = a (cf ) Destul de evident Homotopie h astfel încât h(Q, t) = h(l, t) pentru toate tg I Vezi sarcina următoare Dacă r = e (tm), atunci la S e [O; , pentru s e ], pentru Imz > , pentru Im z } și ( , ), V = {(x, y) e S I y } Fiecare dintre aceste mulțimi este homeomorfă la interval, ceea ce înseamnă că este pur și simplu conectată, intersecția lor este un punct, care este o mulțime conectată pe cale, dar spațiul UUV = S nu este pur și simplu conectat Luați în considerare o buclă arbitrară s: I -* U Deoarece spațiul UUV este pur și simplu conectat, această buclă este homotopică la zero în UUV, ceea ce înseamnă că există o homotopie H: I xi U'JV între calea s și calea constantă Să împărțim pătratul unității I x I prin segmente paralele cu laturile sale în pătrate mici Kn, astfel încât imaginea fiecăruia dintre aceste pătrate să fie conținută în întregime într-una dintre mulțimile deschise U sau V Luați în considerare uniunea K a pătratelor de despărțire, imaginea fiecăruia dintre ele este conținută în mulțimea V Fie L un contur format din limitele pătratelor mulțimii K, care acoperă o parte din această mulțime Este clar că L CU A V CU, ceea ce înseamnă că homotopia H poate fi extinsă de la conturul L până la mulțimea delimitată de acesta astfel încât imaginea sa să fie conținută în U Argumentând în mod similar, obținem homotopia H': I x I -* U Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri Nu este dificil de descris familia de bucle la, care este o homotopie liberă între bucla a și bucla reprezentând elementul Ta(a) Și anume, bucla la începe în punctul s(t), mai departe de timpul | ajunge în punctul x = s( ), apoi în timpul - y alergăm pe traseul a și, în final, din nou în timpul I ne întoarcem la punctul s(t) În acest caz, bucla a coincide cu bucla originală a Bucla at este dată de formule s(l - m), aDm) = a( m - ), s( r - ), dacă m & [ ; , dacă acele [|; |] dacă t e [|; ], și, în consecință, clasa sa de homotopie coincide cu clasa buclei a]au De dragul caracterului complet, prezentăm o formulă pentru homotomul descris mai sus ISD: s(t - t), s( t+ - ), dacă t e [O; , daca acelea, dacă m e [-sd ] • Luați în considerare homotopia definită de formulă s(l - m), TG / nv- m+i s( t - ), și asigurați-vă că H'(m, v) = b(f), iar corespondența m n-► H'(m, ) definește o cale din clasa de homotopie [s as] , x O consecință directă a afirmației Lx - Vezi dovada revendicării -F; învelișurile p și q se spune că sunt izomorfe - Corolarul -H și -E, în virtutea faptului că C \ = S x K, și p': K -* -> K: x i -► nx este un înveliș banal De asemenea, desenați o vecinătate acoperită corespunzător a unui punct z C \ - • Se consideră următoarele două partiții ale dreptunghiului K = [ ; ] x x[ ; ] Partiția R constă din mulțimi de două puncte {( ,m/), ( , y) | y € € [ ; ]}, toate celelalte elemente ale acestuia sunt cu un singur punct Partiția R' constă din mulțimi de două puncte {(x, y), (x + , - y) | x e ( ; ), y e [ ; ]} și mulțimi de trei puncte {( , y), ( , - y), ( , y) \ y & [ ; ]} Deoarece fiecare element al primei partiții este conținut într-un element al celui de-al doilea partiție, este definită harta coeficientului p: K/g -* K/q', care este acoperirea benzii Möbius de către cilindru Ar fi putut fi mai ușor Să introducem o relație de echivalență pe S x I: (z, t) ~ (-z, - t) Asigurați-vă că spațiul factorilor este homeomorf cu banda Möbius prin această relație, iar harta de factorizare este o acoperire Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri - Soluția este similară cu soluția problemei anterioare Se consideră două partiții ale dreptunghiului K = [ ; ] x [ ; ] Elementele în două puncte ale primului dintre ele sunt perechile {( , y), ( , - y) | y € [ ; ]}, iar elementele în patru puncte ale celui de-al doilea sunt cvadruplele {( , y), ( , - p), ( , y), ( , - y) | y € [ ; ]} • Modificați soluția problemei - incluzând în partiția R cele patru vârfuri ale dreptunghiului K și perechile {(x, ), (x, ) | x € ( ; )} O altă abordare a construirii aceluiași înveliș constă în introducerea unei relații de echivalență în S x S : (z, w) ~ (-z, w) (vezi soluția problemei - ) Există învelișuri standard K x S -* S x S și K x K -* -* S x S ale căror compoziții cu învelișul indicat în soluția problemei precedente sunt capace ale sticlei Klein printr-un cilindru și un plan O acoperire netrivială a unei sticle Klein cu o sticlă Klein se obține prin modificarea soluției problemei - Să oferim și o descriere mai geometrică a acoperirii necesare Fie q: M -* M acoperirea unei benzi Möbius de o bandă Möbius Luați în considerare două copii Mt și M ale benzii Möbius Fie qt: Mt -* M} și q : M -> M două copii ale lui q Putem lipi Mt și M de-a lungul graniței lor comune, rezultând o sticlă Klein Este clar că, ca rezultat, vom construi un înveliș al sticlei Klein cu sticla Klein - Imaginile inverse ale punctelor au forma {(x + fc, | + (-l)fc (| - p) + £) | Z} - Avem deja învelișuri S RP și S x S -* K, unde K este o sticlă Klein, deci avem acoperiri ale unei sfere cu k filme de o sferă cu k - mânere pentru k = , Să demonstrăm că o astfel de acoperire există pentru orice k Fie Si și S două cazuri ale unei sfere cu k găuri Să notăm cu S sfera principală, ca să spunem așa, cu k găuri și să considerăm maparea p': S} U S -* S , respectiv, S găuri prin cilindri S x I Ca rezultat, obținem K - o sferă cu k filme și S, L) S cu cilindri lipiți de cilindri este homeomorfă unei sfere M cu k - mânere Deoarece există o acoperire a benzii Möbius de către un cilindru, p' se extinde la o acoperire cu două foi p: M - * K De fapt, se va dovedi că fiecare homeomorfism local este o mapare deschisă și, după cum urmează de la - , fiecare acoperire este un homeomorfism local Astfel, să fie mulțimea V deschisă în X, V = p(V) Considerăm un punct = p(x) ∈ V, unde x e V Prin definiția unui homeomorfism local, există o vecinătate U a punctului x astfel încât p(t ) este o mulțime deschisă și maparea p: U - * p([ ) este homeomorfism Prin urmare, mulțimea p(U ∩ V) este deschisă în V, deci este deschisă în B, deci este o vecinătate a punctului b situat în p(V) Astfel p(C ) este o mulțime deschisă Dacă x E X, U este o vecinătate acoperită corespunzător a punctului = p(x), p~' ([/) = (Ja Va, atunci există o mulţime Va care conţine punctul x Prin definiţia unei acoperiri , p|Va: Va -* U este un homeomorfism Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri - Da sunt; vezi, de exemplu, -K - Fie f: X -* Y un homeomorfism local, G o submulțime deschisă a spațiului X și x ∈ G Să presupunem că U este o vecinătate a punctului x (în A") astfel încât mulțimea f(U) este deschisă în Y şi restricţia f\ u: U -* f(LT) este un homeomorfism Dacă V = IPV U, atunci mulțimea /(IV) este deschisă în f(U), deci este deschisă în Y Este clar că /|w: IV -* /(IV) este un homeomorfism Doar pentru întreaga linie Să arătăm că dacă A este o submulțime proprie a lui K, atunci p\A: A -* S nu este o acoperire Într-adevăr, mulțimea A are un punct limită x , fie b = p(x ') Este ușor de observat că bo nu are un cartier acoperit corespunzător (pentru cartografierea p|A) Vezi, de exemplu, -N De exemplu, numărul de foi de acoperire din problema - este egal cu pq În multe exemple, numărul de foi este infinit (numărabil) - Toate numerele naturale pare și numai ele Prima afirmație este evidentă, dar este cu adevărat imposibil să o dovedim cu exactitate pe a doua la nivelul nostru de cunoștințe În discuția de mai jos, vom folosi metodele și faptele prezentate în paragrafele următoare (cf - ) Să considerăm homomorfismul p, : r (S x /) -* r, (A,), care este un monomorfism Se știe că mr ( Z este o acoperire - Fie Z uniunea unei mulțimi infinite de cercuri dată de ecuațiile x + y = , n ∈ N și Y uniunea axei y și a unei familii infinite "de două ori" x + (y - k) = , unde n ∈ N, n > , fc € Z acoperind g: Y -* Z este dispus astfel: axa y este "înfășurată" Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri la cercul exterior al spațiului Z, iar restricțiile lui q la alte cercuri sunt date prin translații paralele Construiți un înveliș p: X -> Y a cărui compoziție cu q nu este un înveliș În plus, învelișul p poate fi doar cu două foi - - ) Rețineți că topologia din strat (indusă din A") este discretă Prin urmare, dacă spațiul X este compact, atunci fibra F = p (b) este închisă în X și, în consecință, compactă Prin urmare, mulțimea F este finită și astfel acoperirea este finită ) Deoarece spațiul B este compact și Hausdorff, este regulat, ceea ce înseamnă că fiecare punct are un vecinătate Ux astfel încât închiderea sa compactă CI Ux se află într-o zonă acoperită corespunzător În virtutea compactității bazei, B = {jUXt, X = p - (C £ ^) Deoarece învelișul este acoperit cu foi finite, X este astfel acoperit de un număr finit de mulțimi compacte, ceea ce înseamnă că este el însuși compact - Fie Un V = G UGi, unde Go și Gt sunt subseturi deschise Luați în considerare produsul X x Z și submulțimea acestuia Y = {(z, fc) I x e U, k par} U {(ad fc) | x ∈ V, k impar}, care este o unire disjunctă a unui număr numărabil de instanțe ale mulțimilor U și V Introduceți în Y relația (x, k) ~ (x, k + ), dacă x Gi, k este par, (x, k) ~ (x, k - ), dacă x Go, k este impar Se consideră o împărțire a lui Y în perechi de puncte echivalente între ele și în submulțimi de un singur punct din (Y x (U P V)) x Z Notă cu Z spațiul coeficientului de partiția construită Fie p\ Z -* X factorizarea mapării care este restricția la Y a proiecției standard X x Z -* X Verificați că p: Z -* X este o acoperire cu foi infinite Aplicați construcția descrisă la cercul S , care este unirea a două arce deschise cu o intersecție disjunsă; ce fel de acoperire vei obține ca rezultat? Prin presupunere, X = B x F, unde F este un spațiu discret și p = rv Fie yo&P a doua coordonată a punctului x Corespondența a, -► (/(a), m/ ) definește o ridicare continuă a lui f: A -* X a lui f Fie x = (bo, yo) B x F = X Considerăm harta g = prFof: A -> F Deoarece mulțimea A este conexă și structura topologică din F este discretă, rezultă că g este o hartă constantă Prin urmare /(a) = (/(a), yo), prin urmare ridicarea este unică Se consideră mulțimea de coincidențe G = {a € A | /(a) = g(a)} din mapările f și g, prin condiția G / Pentru orice punct a A alegem un vecinătate conex Va C ip~ (Ub'), unde Ub este unele în mod corespunzător vecinătatea acoperită a punctului b = ^(a) Dacă VaC\G , atunci Va ⊂ G cu , În special, dacă a G, atunci Va ⊂ G, deci mulțimea G este deschisă În același mod, dacă a G, atunci Vа ПG = , adică Va c А x G, deci și mulțimea A x G este deschisă Prin condiție, A este conectat și la O , de unde rezultă că A = G Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri Arătaţi că dacă bo = - , x = |, atunci nu există nici o ridicare a căii u: t e rі Avem: u(t) = n( - t), v(t) = ln(l + ) + mt, uv - uv, а ѵй = ѵu, unde u - ln( - t) + trі Dacă acoperirea este netrivială și spațiul de acoperire este legat de cale, atunci există o cale s care leagă puncte diferite x , x} £p~'( ) Prin afirmația E, bucla pos nu este homotopică la zero, ceea ce înseamnă că spațiul B nu este pur și simplu conectat Aceasta rezultă din De exemplu, spațiul RP nu este pur și simplu conectat De exemplu, generalizați Teorema B la mapările f: Sn -* B pentru n > (cf WXT Xx) Aceasta este clasa a Într-adevăr, calea s(t) = t care acoperă calea dată se termină în punctul K, ceea ce înseamnă că este homotopic la calea si- Dacă [s] = an, atunci s ~ sn, deci căile s și sn se termină în același punct Spațiu de acoperire universal pentru un tor n-dimensional este spațiul Rn, învelișul p este definit prin formula Grad de cartografiere: mrі((S )", ( , , , )) -> Zn definește etsya după cum urmează Dacă u este o buclă pe tor și u este o cale care o acoperă începând de la origine, atunci deg([u]) = u( ) € Zn Cyn Demonstrați că această mapare este bine definită și este un izomorfism Acolo unde am folosit conexiunea simplă a sferei n-dimensionale, cu alte cuvinte, acoperirea Sn -> RFn este universală numai pentru n , x Luați în considerare trei cazuri și anume când în spațiul X: ) nu există mulțimi deschise de un punct; ) există un set unic deschis de un punct; ) există două seturi deschise de un punct , x De exemplu, construiți o acoperire infinită (în sens restrâns) a spațiului X (vezi V) , x Să arătăm că τr(X) = Z Spațiul care acoperă X este mulțimea Z cu topologia bazată pe mulțimile de un singur punct { fc}, k ∈ Z și mulțimile de trei puncte { fc, fc + , fc + }, k e Z Aici p~'(a) = { fc I fc € Z} Ca și în cazul calculării grupului fundamental al cercului, este suficient să arătăm că spațiul care acoperă X este pur și simplu conectat Aceasta rezultă, de exemplu, din faptul că luând U = { , , } și V = { , , }, obținem că U și V sunt deschise în UUV, sunt pur și simplu conectate, iar intersecția lor este legat de cale Prin urmare, uniunea lor UUV este, de asemenea, pur și simplu conectată (vezi ) Prezentăm și un alt argument Fie Jn = { , , , n} Să definim maparea Hn: Jn x I -* Jn prin intermediul formulelor Hn(x,t)=x pentru a;€jn i, Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri i rp-i oL "- [ gs- p Hn( n,t) = n - p - La pentru t = , pentru t € ( ; ], pentru t e [O; |], pentru t e |], pentru te (|; ] Fie u o buclă în O a cărei imagine este conținută în mulțimea Jn Formula hn(s,t) = Hn(u(s),t) definește o homotopie între și și o buclă a cărei imagine se află în mulțimea Jn i Argumentând prin inducție, concluzionăm că bucla și este omotopică la o buclă constantă Oh ) Din rezultatele problemelor , x și x rezultă că n = ) Din calculul efectuat în rezolvarea problemei x rezultă că grupul Z se realizează ca grup fundamental al unui patru puncte spaţiu Arătați că niciun alt grup non-trivial nu poate fi grupul fundamental al unui astfel de spațiu Ei ) Considerăm un spațiu de șapte puncte Z = {a, b, c, d, e, f, {a , bo, ci}, {do,&o,ci}, {&o}, {ao, bu, c }, {ao, yi, co}, {co}, {fli, bo, c }, {a{,&o,co}; {flo> bo, Cq, Oi, b'r, c}, , }, {do, o,Co,a' , i,c, , }, {flo, bo, Cq, a\ , b'}, Ci, c }, { C \ sunt homotopice, atunci ele induc același homomorfism de grup fundamental Fie f o hartă z -► z formativ Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri a grupului Ti(C x , ) este clasa a a buclei s(t) = e ^i Imaginea ft(a) este clasa buclei f#(u) = f o și astfel /#(u)(t) = eb rr, deci ft(a) = a / A De aici / id ^ cxo i), de unde rezultă că maparea / nu este homotopic la identitate Notăm cu i incluziunea X -> Rn Dacă maparea / continuă la F: Rn -> Y, atunci f = F o i, deci /, = F, o r Totuși, deoarece spațiul Rn este pur și simplu conexat, homomorfismul F este trivial și, prin urmare, la fel este și homomorfismul Să notăm cu y? homeomorfismul unei mulțimi deschise U ⊂ X pe S x S \ {( , )} Dacă X = U, atunci afirmația este evidentă, deoarece grupul Ti(S' x S x{( , )}) este izomorf cu un grup liber cu doi generatori În caz contrar, definim o mapare f: X -> S x S prin setare ip(x) pentru x ∈ U, ( ) pentru x U Verificați dacă f este o mapare continuă Acum luați punctul x &U și luați în considerare homomorfismul A: tj ^ X, x ) -> Este ușor de observat că /, este un epimorfism ^ Fie f(z) = diag{z, , , , } pentru orice punct zeS , și fie g(A) = det(A) = j det(^ pentru orice matrice A GL(n, C) Aceasta definește mapările f: S -* GL(n, C) și g: GL(n, C) -> S , a căror compoziție până la f este maparea identității, deoarece compoziția q, o = ( |a| + m Se consideră o buclă circulară definită prin formula y?(z) = f(Rz), unde z ∈ S , și o buclă standard r, unde r(z) = Rz Dacă /i(z,t) = t \a\, maparea h definește o homotopie în ? \ а între bucle circulare ір și іа Deoarece bucla ia din R x a nu este homotopică la o buclă constantă, rezultă că ip nu este homotopic la o buclă constantă În virtutea lui , x, a = f(Rz), unde |z| pentru toate (x, y) ∈ I Luați în considerare căile care merg de-a lungul părților laterale ale pătratului, și anume, S!(t) = ( ,t); s (t) = ( -t, ); s (t) = ( , - r); s (r) = (r, ) Este clar că produsul s = este definit, care este o buclă homotopică la zero în pătratul I Acum luați în considerare bucla w o s și arătați că nu este homotopic la zero în planul perforat R x Deoarece w( s, (m)) = u( ) - m(m), imaginea lui w se află în primul sfert Începutul său este punctul u( ) - n( ) = ( , ), iar sfârșitul este punctul u( ) - n( ) = ( , ) Deoarece primul cadran este o mulțime pur și simplu conectată, calea w este omotopică în el la orice cale care conectează aceleași puncte, de exemplu, căile ?i(t) = e ra/ În mod similar, calea w o s se află în al doilea cadran și este omotopică în el la calea ? (i) = e r Din rezultatul problemei - rezultă că punctele ( , ), ( , ) F pot fi conectate printr-o cale u a cărei imagine se află in cartierul s/ multe- de F și punctele ( , ), ( , ) ∈ G de o cale ѵ cu imagine într-o vecinătate s/ a lui G Pentru În acest caz, u(/) Pi>(/) = datorită alegerii lui e, care contrazice afirmația problemei x Vă prezentăm acum o soluție mai elementară la această problemă Din rezultatul problemei - x rezultă că există o linie întreruptă simplă Г care leagă punctele ( , ) și ( , ) și care nu se intersectează cu mulțimea G Se consideră poligonul L (figura) Unul dintre vârfurile rămase se află în interiorul acestui poligon, iar celălalt se află în afara acestuia Prin urmare, aceste puncte Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri nu poate aparține unei mulțimi conectate care nu intersectează acest poligon , x Să demonstrăm că dacă punctele x și y sunt legate printr-o cale care nu intersectează mulțimea u(S' ), atunci ind(u, x) = ind(u, y) Într-adevăr, dacă o astfel de cale s există, atunci formula definește o homotopie între mapări și apoi ca în demonstrația lui Lx Astfel, dacă ind(u, x) / ind(u, y), atunci punctele x și y nu pot fi conectate printr-o cale a cărei imagine nu ar afecta mulțimea u(S' ) , x Să presupunem, pentru simplitate, că cercul dat conține originea Din formula ( - t)u(z) - X ( -t)u(z)-x\ rezultă că maparea este homotopică la zero, deci ind(u, a;) = , x ) ind(u, x) = dacă |x| ) ind(u, x) = - dacă |x| ) {ind(u, x) | x e R x u(S' )} = { , ,- } h Lemniscata împarte planul în trei componente Indicele oricărei bucle a cărei imagine este lemniscata în raport cu orice punct situat în componenta nemărginită este egal cu zero Pentru orice pereche (fc, £) de numere întregi există o buclă astfel încât indicele său față de un punct dintr-o componentă mărginită este egal cu k, iar indicele său față de un punct dintr-o altă componentă mărginită este egal cu £ , x Vezi rezolvarea problemei anterioare h Avem dreptul să presupunem că x este originea coordonatelor, iar raza R coincide cu partea pozitivă a axei x Va fi mai convenabil să luați în considerare bucla Și I-S : t /(e - ) |/(e (tm)*)|' Să presupunem că mulţimea f~\R) este finită şi este formată din n puncte În consecință, U (l) = {t , ti, ,tn}, în timp ce t = și tn = Bucla u este omotopică la produsul buclelor u, r = , , , n, fiecare dintre acestea având următoarea proprietate: u(t) = numai pentru t = , Demonstrați că [u] fie este egal cu zero, fie este unul dintre generatorii grupului m ( ' ) Prin urmare, dacă ki este un număr întreg - imaginea lui [u] sub izomorfismul mri (S ) - * Z, k = ind(/, x) este imaginea clasei [u] sub acest izomorfism, atunci |fc| - |fcl + & + • • • kn\ |fcl I + ^ I + • • • + \kn I n, deoarece fiecare dintre numerele ki este sau ± , x Aplicați teorema Borsuk-Ulam unei funcții care atribuie fiecărui punct de pe suprafața pământului o pereche de numere (t, p), unde t este temperatura în acel punct și ap este presiunea Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri Dacă pi: X -* A și p '- A -> B sunt retractări, atunci de asemenea p ° pi: X -> B este o retragere Dacă pr: X -* A și p : Y -* B sunt retractări, atunci de asemenea Pi x p : X x Y -* A x B este o retragere Fie f(x) = a pentru x a, f(x) = x pentru x € [a; ], f(x) = b pentru x > b (adică f(x) = max{a, mn{a;, }}) Atunci f: K -* [a; ] - retragere - Corolarul sau, mai frecvent: dacă f(x) = x pentru tot x (a; ), atunci continuitatea funcției f implică faptul că f( ) = b, deci nu există funcție continuă pe K , a cărui imagine este intervalul (a; ) , Acele proprietăți care sunt transferate din spațiile topologice în subspațiile lor și (sau) imaginile continue De exemplu, Hausdorff, conexiune, compactitate etc Urmează de la - Deoarece acest spațiu nu este conectat la cale , Nu, nu este Într-adevăr, grupul ri(RP ) = Z este finit, iar grupul r (IR ) = Ti( RP nu există Fie L cercul limită al benzii Möbius M Este clar că r (t) = r (M) = Z Totuși (cf - ) este ușor de verificat (verificați asta!) că homomorfismul r , indusă de includerea i: L -> M, ia generatorul a € m/dp) în elementul / , unde / este generatorul grupului rM) = Z Dacă ar exista o retragere p: M -> L, atunci compoziția p, sau r, ar lua un € m, (L) în elementul p,(/ ) / a, ceea ce contrazice faptul că această compoziție este izomorfismul identitar al grupului fundamental Ti(t) ) Fie L cercul limită al mânerului K Este clar că r (t) = Z, iar r (t) este un grup liber cu doi generatori a și b Aici se poate verifica (fă-o!) că homomorfismul de incluziune rn: r, (L) -* r,(A') duce generatorul a r (A') la comutatorul aba" !)" Presupunem contrariul: să existe o retragere p: K -> L Atunci compoziția pn o r duce generatorul a ∈ TG) (L) într-un element neutru al acestui grup, întrucât, datorită comutativității grupului Z, elementul p, o r,(a) = p,(abaG b~ ) = p,(a)p,( )p,(a) p,( ) este neutru Pe de altă parte, această compoziție trebuie să se potrivească cu IFGTSCH Contradicţie Afirmația este evidentă, deoarece orice proprietate formulată în termeni topologici este în mod evident topologică Este interesant, totuși, să ridic o astfel de întrebare Fie spațiul X să aibă proprietatea punctului fix și fie h: X -> Y un homeomorfism Așa că știm Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri că fiecare hartă continuă f: X -> X are un punct fix Știind acest lucru, cum se poate demonstra că o mapare continuă arbitrară g: Y -> Y are și un punct fix? Arătați că acesta va fi punctul h(x), unde x este un punct fix al unei hărți X -> X Se consideră o funcție continuă /: [a; ] -> [a; ] și o funcție auxiliară g(x) = f(x) - x Deoarece g(a) \u d f(a) - a și g (b) \u d f (b) - b φ , atunci există un punct x [a; ] astfel încât g(x) = Astfel, f(x) = x, adică x este un punct fix al lui f Fie p: X -> A o retragere Considerăm o hartă continuă arbitrară /: A -> A și o compoziție g = inof f o p: X X Fie x un punct fix al hărții g, deci x = f(p(x)) Deoarece p(x) € A, atunci z € A, deci p(x) = x, deci x = f(x) Notați cu w punctul buchetului care este imaginea perechii {^o, /o} sub maparea de factorizare | =>| Considerăm o mapare continuă arbitrară f: X Y Y -* XVY, fie, pentru definiție, /(w) ∈ X Fie i: X -> XVY incluziunea standard, &p- XY Y -> X este o retragere care duce întregul spațiu Y până la punctul w Prin presupunere, harta po f oi are un punct fix x ∈ X, p(f(i(x))) = x, deci p(/(a;)) = x Dacă f(x) Y, atunci p(/(a;)) =w, deci x=w Pe de altă parte, am presupus că f(w) ∈ X și, prin urmare, f(w) = w este un punct fix al lui f Acum să presupunem că f(x) X În acest caz X \u d (p o f o i) (x) \u d p (f (x?) \u d f (x), deci x este un punct fix al lui f I (-x :: : -x k : x k^r) nu are puncte fixe Fie n = fc - De exemplu, maparea (zi : z : : z k r : z k) -► (-z : z} : : - z k : z k T) nu are puncte fixe Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri Cartografiere/: [ ; ] -> { } este o echivalență de homotopie; maparea sa inversă de homotopie va fi, de exemplu, includerea i: { } -> [ ; ] Compoziția io f este homotopică la idj, deoarece oricare două mapări continue I -> I sunt homotopice, iar compoziția foi: { } -> { } este ea însăși maparea identității Desigur / nu este un homeomorfism Se notează cu mr (A) mulțimea componentelor conectate la cale ale spațiului X și cu mr (Y) setul componentelor conectate la cale ale spațiului Y echivalent homotopic cu acesta Deoarece maparea / este continuă, este nevoie de un set conectat la cale într-unul conectat la cale și, prin urmare, echivalențe de homotopie /, g induc mapările /: r (X) -> mr (Y) și g: mr (Y) ) -> r (X) Deoarece compoziția până la / este omotopică pentru harta identității, atunci fiecare punct x ∈ X se află în aceeași componentă conectată la cale ca și punctul M) este retragerea sa de deformare strictă Raționamentul geometric este evident: ca ht putem lua contracția cu un factor de - t a benzii Möbius spre linia sa mediană Astfel, ho este identic, iar ht mapează M la L Acum scriem formulele corespunzătoare Deoarece M este spațiul factorilor al unui pătrat, luăm în considerare mai întâi homotopia H: I x I x I -> I x I: (u, v, t) i-► (u, ( - t) v + Mai mult, H (u, I, t) = (u, pentru toate t & I Deoarece ( - t)v + I + ( -t)(l - r) + I = , atunci această homotopie rezistă factorizării, generând o homotopie h: M x x I -> M Avem H(u, v, ) = (u, r), deci h = idM, și , Literele E, F, G, H, I, J, K, L, M, N, S, T, U, V, W, X, Y, Z sunt echivalente homotopie cu un punct; literele A, O, P, Q, R sunt echivalente homotopie cu un cerc; litera B - un buchet din două cercuri , Acest lucru poate fi dovedit în diferite moduri Să indicăm cercurile aflate în mâner, a căror unire este retragerea sa strictă de deformare Pentru aceasta, reprezentăm mânerul ca rezultat al factorizării inelului {z |r| } după următoarea relaţie: v '*' ~ - e~rv la y? € [- i și erv ~ ~e"' ' pentru £ [ ; "fj • Imaginea cercului unitar standard sub factorizare prin relația de echivalență indicată și este minciuna Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri în mâner este un buchet din două cercuri Formula H(z, t) = ( - t)z + definește o homotopie între maparea identității unui inel și maparea z n -> pm a acestui inel pe cercul său exterior și H(z, t')= z pentru toate \z\ z e S și t € I Maparea factorilor a homotopiei H și este homotopia dorită a inelului , Corolarul și , Încorporați fiecare dintre aceste spații în spațiul R x S' astfel încât imaginea sa la încorporare să fie o retragere de deformare a acestui spațiu Să mai indicăm un spațiu care este homotopic echivalent cu cele indicate: unirea sferei S și a unuia dintre diametrele acesteia De asemenea, poate fi încorporat în R \ S ca retractare de deformare Fie A = {(z,,z ) | z = z } C C Luați în considerare maparea f: C x (CxO) C \A: (Z ,z ) n-> (Z ,z + ^) Asigurați-vă că f este un homeomorfism și C x A = C x (C x ) S Mai mult, cercul este încorporat în C x A pe măsură ce deformația sa se retrage Să demonstrăm că O(n) este o retractare de deformare a spațiului GL(n, K) Fie (/i,/ , • ■ •,/n) o mulţime de coloane ale matricei Ae &GL(n, K), pe care le vom considera fiecare element al lui Rn Fie (ei, e , , en) rezultatul aplicării procesului de ortogonalizare Gram-Schmidt Astfel, matricea ale cărei coloane sunt formate din coordonatele acestor vectori este ortogonală Vectorii sunt exprimați în termeni de fk prin intermediul formulelor ei - An f J, e = A i/j + A / , e " A^D T An / T ■ ■ ■ T Anp pentru toți k = , , ,n Să introducem vectorii wfe(t) = t(Ani/j + An / + + Xkk-ifk-i) + (tXkk + - t)fk și se consideră matricea h(A,t) ale cărei coloane constau din coordonatele acestor vectori Este clar că corespondența (A, t) -> h(A, t) definește o hartă continuă GL(n, R)xl -> GL(n, R) Este ușor de observat că h(A, ) = A, h(A, ) ∈ O(n) și h(B, t) = B pentru toate B ∈ O(n) Astfel, harta A i -> /r(A, ) este retragerea deformației dorită Folosiți de exemplu - - Avem nevoie de noțiunea de cilindru Zf a unei mapări continue f: X -> Y Prin definiție, Zf este spațiul rezultat din Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri lipirea unui cilindru obișnuit X хі de spațiul Y de-a lungul hărții X х -> Y: (x, ) n -> /(x) Astfel Zf este rezultatul factorizării uniunii disjunse (X x I) UY, sub care punctul (x, ) £ X x se identifică cu punctul /(x) € Y Vom identifica spațiul X cu X x C Z/, spațiul Este, de asemenea, firesc să presupunem că Y se află în cilindrul de cartografiere Există o evidentă retragere strictă a deformației pY: Zf -> Y, sub care Y rămâne pe loc, în timp ce punctul (x, t) € X x ( , ) este mapat la punctul /(x) Rămâne de demonstrat că dacă / este o echivalență de homotopie, atunci spațiul X este și o retragere de deformare a lui Z/ Fie g: Y -> X echivalența homotopiei inversă cu f Astfel, există o homotopie H: X x I -> X astfel încât H(x, ) = g(f(x)) și H(x, ) = x Să definim retragerea p: Zf -> X ca maparea coeficientului mapării (X x I) UY -> X: (x, t) n-> /r(x, t), y-> g(y ) Rămâne să demonstrăm că p este o retragere a deformației, adică să verificăm că inx op este homotopic la idZ/ Această homotopie rezultă din următorul lanț, unde ~ denotă homotopie, care în fiecare caz rezultă din homotopia compoziției mapărilor homotopice: inx op = p = p o idZf ~popY=gopY = idZf o(d o pY) ~ ~ Ru o (d o ru) = (pY o g) o pY = (f o d) o pY ~ idy opY = pY ~ idZ/ Este suficient să folosiți homotopia rectilinie Fie h: X x I -> X o homotopie între idx și maparea constantă x i -> x Formula ux(f) = h(x,t) definește o cale care conectează un punct (arbitrar) x al spațiului X cu punctul x Prin urmare, spațiul X este conectat la cale Enunțurile )- ) sunt evident echivalente în perechi Să demonstrăm că sunt echivalente și cu afirmațiile ) și ) ) => ) Fie h: X x I -> X o homotopie între idx și o mapare constantă Pentru orice mapare continuă f: Y^X, formula H = h o (/ x idz) (sau într-un alt mod H (y, t) ~ h (f (y), t)) definește o homotopie între f și cartografiere constantă ) => ) Luați Y = X și f = idx ) => ) Fie h la fel ca mai sus Formula H = f o h definește o homotopie între maparea f: X -> Y și maparea constantă ) => ) Luați Y = X și f = idx Afirmația ) este adevărată; afirmația ) este adevărată dacă spațiul Y este conectat la cale Fiecare dintre spatiile )~ ) este contractibil [ x și q între idy și maparea constantă y i -> y Formula R(x, y, t) = (zr(x, t),g(y, t)) definește o homotopie între idXxy și maparea (x, y) Pentru orice homotopie H între idXxy și maparea constantă ( x, y) b -> (x , y ), formula h(x, t) = px(H(x, y , i)) definește Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri o homotopie între idx și maparea constantă x -> x Contractibilitatea lui Y este demonstrată în mod similar ) Deoarece X \u d R x G \u d (R x ) x G ~ S , atunci tgDX) Z ) Este clar că X = \ R" = (RJV "n x ) x Rn ~ gN-n~\ Prin urmare, dacă N = n + , apoi X ~ S ; dacă N = n + , atunci X ~ S , deci mr (A') = Z; dacă N > > n + , atunci X este pur și simplu conectat ) Deoarece S x S R x S , atunci tt^S x S ) = Z ) Dacă N = n + , atunci N = JL' x S,JV constă din două componente, dintre care una este o bilă deschisă N-dimensională și, prin urmare, este contractabilă, iar a doua este echivalentă cu homotopie cu sfera S, JV" Dacă N > n + , atunci X este homotopie echivalent cu buchetul S,JV V gN~n~' Prin urmare, pentru N = și n = , m (A') este un grup liber cu două generatoare, iar pentru N > , sau N = n + se obține grupul Z; în toate cazurile rămase spațiul X este pur și simplu conectat ) Retragerea de deformare a spațiului R x S este o sferă cu două puncte identificate, care, în virtutea lui , , este echivalentă homotopic cu buchetul X = S V S Acoperirea universală a spațiului X este "ghirlanda", care este linia dreaptă K , de care sunt lipite sfere bidimensionale în toate punctele sale întregi Astfel, mr, (R x S ) = mrі(A') = Z ) Dacă N = n + , atunci SN\SN~ este homeomorf la unirea a două N-bile deschise, astfel încât grupul fundamental al fiecăreia dintre cele două componente ale sale este trivial Desigur, acest fapt rezultă din rezultatul general: SN x §n = n-" x R" + Ii, prin urmare, grupul fundamental mrі (SX x Sn) = Z pentru N = n + și este trivial in alte cazuri ) Se poate arăta că RP x RP = R x S , dar este mai ușor de arătat că acest spațiu este retras deformațional pe S În ambele cazuri, este clar că rDCR xRP^^Z ) Deoarece un mâner este echivalent homotopic cu un buchet de două cercuri, grupul său fundamental este un grup liber cu două generatoare ) Linia mediană (cercul) benzii Möbius este retragerea sa de deformare, ceea ce înseamnă că grupul fundamental al benzii Möbius este izomorf cu Z ) O sferă cu s găuri este homotopie echivalentă cu un buchet de s - cercuri, deci grupul său fundamental este banal pentru s = , în timp ce pentru alte valori ale lui s este un grup liber cu s - generatoare ) Ca urmare a scoaterii unui punct din sticla Klein se obtine un spatiu care este homotopic echivalent cu un buchet de doua cercuri, deci grupul sau fundamental este un grup liber cu doi generatori ) O bandă Möbius cu un punct perforat din ea este echivalentă homotopie cu "litera Ѳ", care, la rândul său, este echivalentă homotopie cu un grup de două cercuri Dacă s puncte sunt îndepărtate din banda Möbius, atunci spațiul rezultat va fi echivalent homotopie cu o grămadă de s + cercuri, deci grupul său fundamental este grupul liber cu s + generatoare Fie K marginea benzii Möbius M, S linia sa mediană și T torul solid pe a cărui limită se află K Luați în considerare înglobările i: K -> Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri -► T\Sh j: T\S ->R \S TaKKaKT\S = (D \ )xS ,TO r (T\S)=ZS)Z Notăm cu a și b generatorii grupului mr (T\S) Fie a un generator de rJDK) Z, atunci i,(a) = a + Mai mult, j (a) este un generator al grupului R!(R \ ), iar j,(b) = Deci ^ Dacă a existat o unitate D, a cărui limită este marginea benzii Möbius și care nu are alte puncte comune cu ea, atunci D C R x S, prin urmare, marginea benzii Möbius ar defini o buclă homotopică la zero în R x S Cu toate acestea, ) Folosiți notația introdusă în și luați în considerare maparea Q (C \ ) x (C \ A) - S" x S : (a, b, c) n-> (a, Este un homeomorfism; prin urmare, mr (Q) = Z φ Z ) După cum rezultă din rezultatul problemei , subspațiul Qt este homotopie echivalent cu un cerc și, prin urmare, grupul său fundamental este izomorf cu Z Rezultă din faptul că grupul p (m (A', m )) al învelișului universal este banal și, prin urmare, indicele său este egal cu ordinul grupului fundamental T (B, & ) al bazei acestui acoperire Urmează din -H în virtutea faptului că grupul în care există un subgrup de indice diferit de zero nu este banal Toate numerele pare Vom presupune că fiecare dintre cercurile limită ale cilindrului este mapat la marginea S a benzii Möbius M Fie a un generator al grupului r, (# x /), apoi p ( ) = bk, unde elementul b E r, (LA) este imaginea generatorului grupului mr (S) sub înglobarea S M Rămâne de observat că b = a , unde a este un generator al grupului mr (S) cu Z Astfel, p*(a) = a k, deci indicele p*(m /)) este un număr par Este ușor de observat că există coperți cu un număr par arbitrar de foi (vezi ) Toate numerele impare, vezi ^ Oh , Vezi X Vezi Da , Dacă baza unui înveliș este compactă și spațiul său total nu este compact, atunci, în virtutea - , acoperirea este acoperită cu foi infinite , Vezi nota la - , Clasa de cartografiere a identității IX De exemplu, unirea segmentelor unitare standard de pe axele și segmentele de abscisă și ordonate Ip = {(^, y) | y El}, n e N (așa-numitul "pieptene"), x Acest lucru este evident, deoarece grupul m (A, a) este trivial, deci putem pune U = X , x De exemplu, un astfel de spațiu este un cerc Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri , x Fie V cea mai mică vecinătate a punctului a, deci topologia de pe acesta este antidiscretă Fie ht(x) = x pentru t V este o homotopie ix Așa este, deoarece homomorfismul de includere rDV(Π, a) -> -> Γi(Π, a) este deja trivial - x De exemplu, un astfel de spațiu ar fi D x {(^, ) | n & n} (se consideră punctul ( , )) , x Luați în considerare conul peste spațiu din exemplul - x Oh După cum rezultă din teorema -Fx, este suficient să descriem ierarhia claselor de subgrupuri conjugate ale bazei și să indicați acoperirile cu subgrupul dat În toate exemplele, grupul fundamental al unui spațiu dat (bază) este comutativ, deci este suficient să indicați toate subgrupurile grupului fundamental și să determinați ordinea de includere a acestora În fiecare caz, toate husele sunt subordonate husei universale, iar husa banală este subordonată tuturor huselor ) Maparea p: K -> S este o acoperire universală Acoperirea pk: S -> S : z -> zk, unde k € N, este subordonată acoperirii p, când numărul k este un divizor al numărului £, iar subordonarea este ea însăși o acoperire a lui Pe/k ) Deoarece R x = S x R, răspunsul este similar cu cel anterior ) Dacă M este o bandă Möbius, atunci mri(M) = Z Astfel, ca în primul exemplu, toate subgrupurile grupului fundamental al bazei au forma k'Z Diferența este că, dacă k este impar, spațiul de acoperire va fi o bandă Möbius, dar dacă k este par, atunci spațiul de acoperire este cilindrul S x I ) Învelișul universal a fost construit în rezolvarea problemei x Deoarece grupul fundamental al acestui spațiu este izomorf cu Z, este suficient să se indice învelișurile al căror grup este subgrupul &Z Construiește-le singur Spre deosebire de exemplul ), spațiile totale nu sunt homeomorfe, deoarece fiecare dintre ele are propriul său număr de puncte ) Acoperirea universală a torusului este maparea p: R'xR -> S x x Y: (x, y) b -> (e r", e ?gII) Un exemplu de acoperire cu grupul fcZ(r)£Z este maparea torusului pe el însuși pk x re: S x S -> S x S : (z, w) b-► (zfe, we) Mai general, pentru orice matrice întreagă A = (cu a), putem considera acoperirea rd: S x S S x S : (z, w) i-> (zawb, zcwd), al cărei grup este rețeaua L C Z f Z cu vectorii de bază a(a, c) și b(b, d) Învelișul Pa este subordonat învelișului p, , dat de matricea A' = ( , dacă rețeaua L' cu vectorii de bază a'(a',c') și b'( ',d') este conținut în rețeaua L În acest caz, bazele {a, b} din L și din U pot fi alese a fi consecvent, adică astfel încât a' = ka și b' = Ѣ pentru unele &, £ € N Subordonarea este ea însăși o acoperire a pk x pe Acoperirile cu folii infinite, până la echivalență, sunt descrise prin subgrupuri ciclice în Z x Z, adică prin vectori Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri a(a, c) € Z x Z Fiecare astfel de vector definește o mapare pa: S x K -> S x x S : (z, t) i-> (z"e rlt, zb) Învelișul pa este subordonat învelișului p dacă b = ka, k^il Subordonarea în acest caz are forma Descrierea subordonărilor dintre acoperirile cu foi finite și cele cu foile infinite este lăsată ca exercițiu cititorului Ix Vezi desen , x Într-adevăr, fiecare subgrup al unui grup abelian este normal De asemenea, se poate verifica direct că pentru orice buclă s: I -> B, fie fiecare cale din X care acoperă bucla s este o buclă (indiferent de punctul său de pornire), fie niciuna dintre aceste căi nu este o buclă , x Acest lucru se întâmplă deoarece subgrupul indicelui doi este întotdeauna normal h Vezi exemplul construit în soluția problemei -Im , x Consecința punctului ) din enunțul Rx Diviziunea celulară a spațiului Z este evidentă: dacă em este o celulă deschisă în X și en este în Y, atunci em x en va fi o celulă deschisă în Z, deoarece WxxBn = W+n Astfel, n-scheletul spațiului Z este uniunea produselor perechi ale tuturor celulelor deschise din X și Y, a căror sumă de dimensiuni este de cel mult n Acum trebuie să descriem mapările de lipire ale celulelor închise corespunzătoare Pentru a construi un spațiu celular X, începem cu un spațiu topologic discret X( ), iar apoi pentru fiecare m eN construim spațiul Xm prin lipirea de Xm~r uniunea disjunctă a bilelor m-dimensionale Dx și printr-o lipire harta | ja Sx^ > Este clar că X poate fi descris ca rezultat al unui simultan factorizarea variabilă a uniunii disjunctive | Jm а prin oarecare identificare comună Același lucru este valabil și pentru spațiul Y Datorită permutabilității în acest caz a factorizării și înmulțirii spațiilor topologice (vezi § x), produsul X x Y este homeomorf la rezultatul factorizării uniunii disjunctive UD^a X t,sk n,/ produse perechi ale bilelor implicate în construcția spațiilor X și Y Rămâne de notat că această factorizare, la rândul ei, poate fi efectuată "peste schelete", pornind de la un spațiu topologic discret x Lipirea de acesta unidimensională celule de forma D^a x Dy și D° x, a x D^ , obținem un Zi cu schelet și așa mai departe La dimensiuni mai mari de , descrierea mapărilor de lipire poate fi dificilă Să considerăm o celulă de forma em x e Maparea sa caracteristică Z?m x Dn -> X x x Y este pur și simplu produsul mapărilor caracteristice ale celulelor em și en, sub care imaginea sferei limită a "mingii" Dm x Dn cade în scheletul deja construit Zn+m i Să dăm și o descriere explicită a acesteia Pentru a face acest lucru, avem nevoie de un homeomorfism standard pentru: f)m + n -> Dm x Dn, în care K (Sm + ni) \u d (S(tm)- x Dn) U (Dm x S "- ) Fie: Sm~ ' Xm^ și -> Yn i sunt hărți lipici ale celulelor em și en Atunci co poate fi descris ca o compoziție ^m+n- -> (Dm x S "- ) U (S(tm)- x £) n) -> * Dm) x Yn i U Xm^ x (Tn-i Dn)c -> Zm+n^ , unde prima mapare este reducerea homeomorfismului la, a doua este maparea evidentă definită pe fiecare parte ca produs al mapărilor caracteristice și lipire, iar a treia mapare este includerea - Nu, nu va fi Arătați că topologia produsului a două instanțe ale spațiului celular din problema - nu este celulară De fapt, la rezolvarea problemei anterioare, am folosit, în primul rând, reprezentarea RFn =UZ=o(r)-Pfe , iar în al doilea rând, faptul că RFfe x RFfe este o celulă dimensională deschisă Utilizați reprezentarea СРп = = Ut=o CFfe Demonstrați că pentru toate numerele întregi k diferența CPk x CPk~ este homeomorfă la B k Mai mult, este clar că maparea de lipire S' fe" -> CFfe este o mapare de factorizare ) Scoateți din pătrat o mulțime care este homeomorfă la un cerc deschis mărginit de o curbă care începe și se termină la un vârf al pătratului I Complementul său este împărțit în celule, iar spațiul coeficient al acestui complement este împărțit în celule și este homeomorf la un mâner ) Banda Möbius este spațiul coeficient al unui pătrat, care are o diviziune celulară de celule Ca rezultat al factorizării, obținem o partiție a benzii Möbius, constând din celule ) Ca și spațiul de la punctul anterior, S x I este spațiul coeficient al unui pătrat Sau într-un alt mod, vezi - ) , ) Vezi ) celule - imaginați-vă banda Möbius ca rezultat al factorizării unui triunghi, în care toate cele trei vârfuri ale sale sunt lipite într-unul singur Arătați că o celulă unidimensională nu este suficientă ) p + celule; ) q + celule Vezi - Din calculul grupelor fundamentale ale acestor spații rezultă că numărul dat de celule este cel mai mic posibil; vezi -L , Ai nevoie de cel puțin trei celule: zero-dimensională, unidimensională și încă una Vezi Deoarece oricare două puncte R°° se află în o parte din subspațiul său RAf, este ușor de determinat distanța dintre ele Astfel, R°° are o metrică, dar această metrică induce topologie greșită în ea Imposibilitatea de a induce topologia existentă în R°° de către orice metrică rezultă din faptul că acest spațiu nu are bază numărabilă într-un punct (demonstrați acest lucru) Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri Să demonstrăm câteva dintre afirmațiile enumerate mai sus ) Cuvântul aa- descrie spațiul coeficient al discului D prin împărțirea în perechi de puncte ale cercului, simetrice față de unul dintre diametrele sale, homeomorfe unei sfere bidimensionale Partiția celulară constă din două celule zero-dimensionale, una unidimensională și una bidimensională ) Cuvântul aa descrie spațiul coeficient al discului D prin împărțirea acestuia în perechi de puncte ale cercului, simetrice față de centrul său, homeomorfe față de planul proiectiv Partiția de celule este formată din trei celule: una în fiecare dintre dimensiunile , și ) Considerăm un p-gon cu vârfuri în punctele în care muchiile marcate de a, și b~\ a și bA, , ap și b~A converg și tăiem p-gonul original de-a lungul laturilor considerat p-gon Din acest p-gon, la factorizarea lui, obținem o sferă cu p găuri Prin factorizarea celor -gonuri rămase, obținem p mânere Astfel, de exemplu, este așa-numitul K- cu graf complet, adică un spațiu cu vârfuri, fiecare pereche fiind conectată printr-o muchie Neînglobarea sa în R poate fi demonstrată folosind teorema lui Euler - - x Fie tp: Dn -> X harta caracteristică a celulei lipite, i: A -> X o incluziune Suntem justificați să presupunem că x = φ( ), unde este centrul bilei Dn Să introducem o mapare z pentru z € A, (^ (z)/|^" (z)l) când r^A e: X ^ x -> A: g(z) = Să demonstrăm că mapările idX a? eu sunt homotopice Considerăm o homotopie rectilinie h: (Dn \ x) x I - y Dn x x între maparea identității proiecția și p: Dn x x -h: h{z,t) = punând z dacă z e A, h(z,t) dacă z e Dn Harta sa de coeficient H: (X x m) x -> X \ x este homotopia A necesară între idXxA și i o d - x Rezultă din -Ix, datorită faptului că celulele n-dimensionale închise împreună cu Xn-i formează învelișul fundamental al spațiului celular X - x Afirmația despre RP" rezultă din - x, deoarece spațiul RP" este rezultatul lipirii unei celule n-dimensionale la spațiul KRP - vezi H Afirmația despre SR" este dovedită în mod similar (vezi - ) Pe de altă parte, încercați să dați formule explicite pentru retragerile de deformare RPn x punct -> LRP și CPn x punct -> CRP - x Luați în considerare o descompunere celulară a unui tor solid cu o celulă tridimensională, al cărei schelet bidimensional este un tor, de care este lipit un cerc de-a lungul meridianului S x și aplicați afirmația -Ix- Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri , x Notăm cu ev: Dn+ -> Xv și e^: Dn+ ->* Xf mapările caracteristice ale unei celule (n + )-dimensionale lipite de spațiul Y Fie h: Sn x I -> Y homotopia, de legătură și ir Luați în considerare hărțile Y U Dn+ -> Xv și g': YU Dn+ -> Xf, care sunt înglobări standard pe Y și sunt definite pe bilele Dn+ prin formulele (еѵ( х) " la I pentru I A |a;| A , pentru AND j, pentru I |ag| , Nu este greu de observat că mapările factorilor f: Xv - y Xf și g: Xf -> Xv ale mapărilor f și g' sunt definite Arătați că fag sunt echivalențe homotopie reciproc inverse - x Pentru demonstrație, trebuie să schimbăm ușor raționamentul folosit în rezolvarea problemei anterioare IX Fie A spațiul rezultat din lipirea unui cerc pe un cerc prin maparea a: S -> S , a(z) = z Atunci A = RP , deci tti(A) = Z În consecință, maparea ^: S -> A: z -> z este omotopică la maparea ip = idsi În virtutea a - %, spațiul X este homotopie echivalent cu spațiul A U^, D , care coincide cu D Ua D Deoarece harta a: S -> D este homotopică față de cea constantă, atunci (din nou, cu Ab) X este echivalent homotopic cu buchetul D V S , care este echivalent homotopic cu S : X^A\JwD ^D 'iJaD ^D \/S ^ S Această diviziune conține două celule , x Torul S' x S este obținut din buchetul S' V S prin lipirea pe acesta a unei celule de celule de-a lungul unei mapări : S → S V S Notăm cu i incluziunea S Y S -> A = ( x S ) U (D x ) și arată că compoziția ioip: S -> A este homotopică la o hartă constantă Într-adevăr, fie a, / generatoarele standard ale lui r, ( V ) Apoi [ CP involuția conjugării complexe, față de care are loc factorizarea Este clar că CP /[z ~ r(z)] - D Spațiul coeficient D /[z ~ r(z)] este evident homeomorf la P , deci harta coeficientului -D /[z~r(z)] CP /[z ~ r(z)] este o mapare caracteristică pentru cele celule ale spațiului X Astfel, X este un spațiu celular al cărui -schelet coincide cu discul P Prin urmare, în virtutea lui -Jx, X ~ S Vezi Fie X = S Notați prin v = Co(X), e = C (A') și f = c (A) numărul de celule zero-dimensionale, unidimensionale și respectiv bidimensionale ale spațiului X Aruncând un punct din fiecare celulă bidimensională a spațiului X, obținem spațiul X , care este retras deformațional la propriul său - schelet Pe de o parte, în virtutea lui ^ , grupul fundamental tj(A-') este grupul liber de rang f - Pe de altă parte, - x(A' ) = - v + e Astfel, f - = - e + v, de unde rezultă că x(X) = v - e + f = Urmează de la Grupul fundamental al sferei Sn pentru n > este banal, deoarece Sn are o descompunere celulară al cărei schelet unidimensional este format dintr-un punct Spațiul CPn este pur și simplu conectat din același motiv ca și sferele Sn pentru n > (vezi problema - ) , x Să alegem un punct m și W) în fiecare dintre componentele conexe ale mulțimii C, astfel încât acestea să poată fi conectate prin două segmente ogC A și u C B încorporate în scheletul unidimensional A, ale cărui puncte comune sunt doar punctele xo și xr Ideea este de a înlocui toate spațiile cu altele echivalente homotopic, astfel încât scheletul unidimensional al spațiului A să fie un cerc, care este uniunea segmentelor ed și d Pentru a face acest lucru, puteți utiliza tehnica folosită în rezolvarea problemei -Mx Apoi grupul fundamental al scheletului unidimensional al spațiului rezultat va fi izomorf la Z Rămâne de remarcat că imaginea mapării de lipire a unei celule bidimensionale nu poate fi întregul schelet , deoarece această celulă se află fie în A sau B, dar nu în ambele Prin urmare, este homotopic la o mapare constantă și, în consecință, după lipire - celulele nu apar nici un raport Instrucțiuni, comentarii, sfaturi și răspunsuri , x Nu, deoarece condițiile teoremei -Rx spun că mulțimile A și B sunt deschise, în timp ce teorema -Tx presupune că sunt subspații celulare care sunt deschise doar în cazuri excepționale Pe de altă parte, Teorema Tx poate fi dedusă din -Rx prin construirea de vecinătăți ale subspațiilor celulare A, B și C care se retrag deformațional pe aceste spații în sine , x În general, este imposibil (dați un exemplu) , x Să urmărim cum se schimbă grupul fundamental atunci când celulele sale bidimensionale sunt lipite de miezul unidimensional al spațiului X Vom presupune că scheletul zero-dimensional este format din punctul x La primul pas, o celulă bidimensională este lipită de X , să fie cp: S -> Xn celula de lipici, iar y: D -> X să fie maparea caracteristică a acestei celule Fie F C D un disc închis (de exemplu, cu raza j), limita sa, A = x(D \ Int F) U Xi, B = x(F), apoi C = y( ) = S Este clar că Xi este un retract de deformare (strict) al mulțimii A și, prin urmare, grupul mri (A) = mri (Xj) este un grup liber cu generatoare u Pe de altă parte, setul este B-homeomorf cu D și, prin urmare, pur și simplu conectat Maparea y|s este omotopică la cp, deci imaginea generatorului grupului r (C) este clasa p =[ ] € Ti(X, x ) a mapării de lipire a celulei date În consecință, grupul fundamental mr (X, m) are relația p = Când celulele de dimensiune mai mare sunt lipite, nu apar relații noi în acest grup, deoarece în acest caz C este homeomorf la un simplu conexat (deoarece k > ) spațiul Sk Din teorema Seifert-van Kampen rezultă că relațiile [ - sfere cu mânere și pelicule - grupul topologic - tora - nodul Număr foi de acoperire , Minge - deschis - închis Caracteristica lui Euler Echivalent - investiții - metrica - acoperă Legea exponenţială Element - maxim - minim - cel mai mare - cel mai mic Rețea electronică Miezul homomorfismului MAGAZIN "CARTEA MATEMATICĂ" ÎN MTsNMO SOSIRI NOI / V A Zorich Analiză matematică: În volume - - + p Manual universitar pentru studenții specialităților fizice și matematice Poate fi util studenților facultăților și universităților cu pregătire avansată în matematică, precum și specialiștilor din domeniul matematicii și aplicațiile acesteia / A I Kostrikin Introducere în Algebră: În ore - - + + p Partea I tratează sistemele de ecuații liniare, teoria matricelor elementare, teoria determinanților, proprietățile elementare ale grupurilor, inelelor și câmpurilor, numerelor complexe și rădăcinilor polinoamelor Există un număr mare de exerciții de diferite grade de dificultate O secțiune specială este dedicată unei discuții a unor probleme polinomiale nerezolvate Partea a II-a prezintă cele mai importante secțiuni ale algebrei liniare în cea mai accesibilă formă Sunt aduse în prim-plan concepte geometrice simple, pe baza cărora are loc dezvoltarea cuprinzătoare a aparatului algebric introdus în Partea I Aplicații la diverse probleme de analiză, teoria grupurilor liniare, algebrele Lie, economia matematică, ecuațiile diferențiale, şi geometria Lobachevsky sunt indicate În partea a III-a, structurile algebrice cunoscute din primele două părți ale manualului (grupe, inele, module) sunt studiate la un nivel puțin mai înalt Ideile și rezultatele teoriei reprezentării, susținute de numeroase exemple, conferă întregii prezentări un sunet matematic general Un loc aparte îl ocupă grupurile abeliene generate finit, teoremele lui Sylow, reprezentările și caracterele grupurilor finite, algebrele peste câmpuri clasice Există aplicații ale teoriei numerelor În ultimul capitol sunt conturate fundamentele teoriei Galois Fiecare paragraf se termină cu exerciții Răspunsurile și soluțiile schiță sunt colectate într-o secțiune separată Sunt formulate unele probleme nerezolvate / Culegere de probleme în algebră (editat de A I Kostrikin) - - p Cartea de probleme a fost întocmită în raport cu manualul de A I Kostrikin "Introduction to Algebra" (Vol "Fundamentals of Algebra" T "Linear Algebra" T "Basic Structures of Algebra") Scopul cărții este de a oferi seminarii pentru două cursuri obligatorii simultan: "Algebră superioară" și "Algebră liniară și geometrie", precum și de a oferi studenților material pentru munca independentă / A N Shiryaev Probabilitate: În cărți - - + str Această ediție (în două cărți "Probabilitatea - " și "Probabilitatea - ") este un curs extins de prelegeri despre teoria probabilității Cărțile sunt destinate studenților specialităților fizice și matematice ai universităților Ele pot servi drept manual pentru studenții absolvenți și ca instrument de referință pentru specialiști Prima carte "Probabilitatea - " conține materiale legate de teoria elementară a probabilității și poate servi drept manual pentru cunoașterea inițială cu subiectul A doua carte "Probabilitatea - " este dedicată proceselor aleatorii cu timp discret (secvențe aleatoare) / F P Vasiliev Metode de optimizare: În cărți - - + str Cartea prezintă metode numerice de rezolvare a problemelor de optimizare Sunt prezentate fundamentarea teoretică și pe scurt caracteristicile acestor metode Sunt avute în vedere probleme de minimizare a funcțiilor în spații cu dimensiuni finite și infinite, precum și probleme de control optim al proceselor descrise prin sisteme de ecuații diferențiale obișnuite și ecuații cu diferențe parțiale / E B Vinberg curs de algebră - - p Cartea este o versiune extinsă a cursului de algebră predat pe parcursul a trei semestre în departamentele de matematică Include secțiuni suplimentare precum elemente de algebră comutativă (în legătură cu geometria algebrică afină), teoria Galois, teoria algebrelor asociative cu dimensiuni finite și teoria grupurilor Lie Acest lucru permite cărții să fie folosită nu numai ca un manual despre cursul general de algebră, ci și ca ghid pentru cei care doresc să-și aprofundeze cunoștințele de algebră Prezentarea este ilustrată cu un număr mare de exemple și este însoțită de sarcini, care conțin adesea material suplimentar / Iu S Ilyașenko Probleme alese ale teoriei sistemelor dinamice - p Teoria sistemelor dinamice este împărțită în două părți: sisteme multidimensionale (tărâmul haosului) și sistemele de dimensiuni joase (tărâmul ordinii) Primul domeniu, mai mare, include epimorfisme în orice dimensiune, difeomorfisme în dimensiunea și fluxuri în dimensiunea și mai mare Al doilea include difeomorfisme ale câmpurilor de cerc și vectori pe plan, reale și complexe Această carte este dedicată ambelor subiecte În teoria sistemelor multidimensionale, este dedicat căutării de noi proprietăți locale tipice ale sistemelor dinamice și, mai ales, studiului atractorilor În a doua parte, ne interesează câmpurile vectoriale polinomiale pe planul real și complex Abordarea adoptată în această carte se bazează pe relația dintre sistemele dinamice aleatoare și deterministe Cartea poate servi drept introducere la subiect Fiecare subiect este descris sketch, dar cititorul poate ajunge la curent mai repede decât permite orice monografie / A Hatcher Topologie algebrică - - p Cartea este o introducere în topologia algebrică (până la secvențe spectrale), incluzând atât topologia homotopică, cât și teoria omologiei și coomologiei (inclusiv dualitatea Poincaré) Axată pe aspectele geometrice ale subiectului, prezentarea este totuși riguroasă și detaliată Cartea are un număr mare de exemple și exerciții; anexele, care ocupă aproape jumătate din carte, tratează diverse subiecte mai avansate (coomologie cu coeficienți locali, teorema de reprezentabilitate a lui Brown, operații coomologice, spectre etc ) / D Mumford, D Wright, K Siris colierul Indrei Viziunea lui Felix Klein - - p Această carte de știință populară (autorul său principal este remarcabilul matematician american D Mumford, ale cărui cărți au fost traduse multe în rusă) vorbește despre unul dintre tipurile importante de fractali pentru matematică - așa-numitele seturi de limite ale grupurilor kleiniene Prezentarea este destinată nespecialiştilor - liceeni şi elevilor interesaţi de matematică Cartea este bogat ilustrată Majoritatea capitolelor oferă instrucțiuni pentru experimente independente pe computer / Seminar despre supersimetrii T Algebră și analiză: fapte de bază - p Teoria supersimetriilor este o direcție relativ nouă în matematică Ideile de supersimetrie, care păreau să rezolve unele probleme de fizică teoretică care păreau de nerezolvat pentru o lungă perioadă de timp, au crescut rapid în teoria supervarietăților - o fuziune bogată de geometrii diferențiale și algebrice cu propriile lor probleme profunde și încă puțin explorate Această carte conturează bazele algebrei liniare în supraspații și elementele de geometrie diferențială și algebrică pe supravariete Probleme mai complexe vor fi explorate în volumele ulterioare Cartea este plină de probleme deschise de diferite niveluri de complexitate și va fi utilă atât pentru studenți, cât și pentru profesori și cercetători - atât matematicieni, cât și fizicieni C Voisin Teoria Hodge și geometria algebrică complexă: În volume - , - + p Primul volum este dedicat elementelor fundamentale ale geometriei algebrice a varietăților complexe și, mai larg, teoriei varietăților Kähler Alături de clasicul (forme armonice, descompunerea Hodge, teorema tare a lui Lefschetz), subiecte precum variațiile structurilor Hodge, domeniile și hărțile perioadei, structurile Hodge mixte pentru varietăți deschise, clasele de ciclu și harta Abel-Jacobi, Coomologie Deligne -Beilinson Principalele subiecte ale celui de-al doilea volum sunt monodromia și ciclurile de dispariție, secvențele spectrale, variațiile structurilor Hodge, ciclurile algebrice A K Zvonkiy, S K Lando Grafice ale suprafețelor și aplicațiile acestora - - p Graficele desenate pe suprafețe bidimensionale au atras întotdeauna cercetătorii prin frumusețea lor și prin varietatea de întrebări dificile asociate cu acestea Teoria unor astfel de grafice, care păreau relativ izolate pentru o lungă perioadă de timp, s-a găsit brusc în centrul cercetării moderne Gama acestor studii se extinde de la teoria Galois la modele de gravitație cuantică Cartea este o introducere accesibilă în gama specificată de probleme Include subiecte precum acoperirea suprafețelor Riemann, acțiunea grupului Galois asupra graficelor imbricate (teoria Grothendieck a "desenelor pentru copii"), metoda integralelor matriceale, spațiile de module ale curbelor algebrice, aspecte topologice ale teoriei funcțiilor meromorfe , precum și aspecte combinatorii ale invarianților Vassiliev A E Polishchuk Varietăți abeliene, funcții theta și transformata Fourier - - p Cartea este o monografie modernă despre teoria varietăților abeliene (atât asupra numerelor complexe, cât și asupra unui câmp arbitrar) În special, sunt acoperite întrebări precum funcțiile theta, conexiunea cu grupul Heisenberg, transformarea Fourier-Mukai, teoria jacobienilor a curbelor Puteți obține informații mai detaliate despre acestea și alte cărți ale editurii MCNMO, precum și să le comandați prin internet la http://biblio mccme ru/ Cărțile pot fi cumpărate de la Librăria Matematică din clădirea Centrului de Educație Matematică Continuă din Moscova Adresa magazinului: , Moscova, Bol Vlasevsky per , Indicații către stația de metrou "Smolenskaya" sau "Kropotkinskaya", apoi pe jos Telefon pentru întrebări: ( ) - - E-mail: biblio mccme ru Magazinul este deschis zilnic, cu excepția zilei de duminică, între orele și R&D rpSSKa Y<""este despre conceptele de bază ale plopului, yai include m fundamental "hepial în general" și top "logi: - o introducere în topologia algebrică, care este construită în jurul conceptelor de grup fundamental și sarcini spațiale nakavakshch ale diferitelor t < w dificile "no-s" destinat studenţilor juniori) să rsі b iitwrit-mogoii □ZON ru IIIIIIIII 